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Exemplo 8.2: determine o n mínimo para que o erro de truncamento máximo 

seja menor do que ε = 10–6 ao efetuar 
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 pelo método dos trapézios.

Solução:
Temos f(x) = (1 + x)–1 ⇒ 
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 ⇒ f ''(x) = 2(1 + x)–3
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, tomando o próximo inteiro temos n = 1614.

Recomendamos que você utilize n como potência de 2, para obter 
valores de h exatos, na base decimal e binária, portanto valores de xi com 
mais precisão.

A aproximação Tn da integral I do Exemplo 8.2, obtida pelo método  
dos trapézios com n = 1614 subdivisões do intervalo [1, 6], em precisão 
simples de 8 dígitos significativos, é Tn = 1.25276315. Como a integral exata 
é Ie = 1.252762968495368 (com 16 dígitos significativos), temos o Erro  
Exato = |Tn –Ie| = 1.8 * 10–7, ou seja, um Erro de truncamento inferior a ε = 10–6.


Para estimar isoladamente o Erro de Arredondamento de Tn, podemos calcular um T 

*
n  com precisão 

dupla (16 dígitos significativos) e compará-lo com o Tn .

Podemos calcular também o Erro de Truncamento Estimado =  
|Tn – T2n|, usando precisão de 16 dígitos significativos, para isolar os efeitos 
dos arredondamentos.

Note que o Teorema 1, quando utilizado com n → ∞, pode ser inválido 
se aplicado com precisão finita, pois os arredondamentos podem se acumular 
e desestabilizar os resultados. Nesses casos, existe um n limite ótimo em que 
conseguimos o resultado com menor erro total, mas que não é conhecido 
previamente. Para comprovar essa situação, vamos efetuar por trapézios 
a integral do Exemplo 8.2, aumentando sucessivamente o valor do n e 
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avaliando o comportamento dos resultados obtidos nos testes, que foram 
feitos em linguagem C, com variáveis de 32 bits (8 dígitos significativos), 
conforme a Tabela 8.1.

Tabela 8.1 – Comparativo de erros de truncamento exatos de Tn, obtido com 32 bits

n Erro de truncamento exato = | Tn – Ie |

1614 1.8 * 10–7

2048 2.8 * 10–8

4096 3.0 * 10–7

32768 2.9 * 10–7

65536 8.5 * 10–6

131072 3.3 * 10–5

262144 5.6 * 10–5

4194304 2.1 * 10–2

Fonte: Elaboração própria.

Observe que os erros de arredondamentos começaram a influenciar o  
Tn já a partir de 4.096 subdivisões e deturparam completamente o resultado 
nas últimas tentativas.

No caso de cálculos com precisão de 8 dígitos, perceba que existe 
um n limite ótimo em torno de n = 2048, ocorrendo o menor erro total. 
Quando aumentamos o valor de n, além de 1614, reduzimos sempre os erros 
de truncamento para valores menores do que 10-6, mas aumentamos o erro 
de arredondamento acumulado, que ocorre em torno do 7o dígito signifi- 
cativo, nesse exemplo.

Entretanto, para 
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 com variáveis de 64 bits (precisão de 16 dígitos), 
os erros de arredondamento influenciam muito menos, como podemos ver 
na Tabela 8.2.

Tabela 8.2 – Comparativo de erros de truncamento exatos de 
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n Erro de truncamento exato = 
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1614 1.7 * 10-7

4194304 1.1 * 10-13

Fonte: Elaboração própria.
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No caso de cálculos com precisão de 16 dígitos, o n limite ótimo é 
muito maior, pois os arredondamentos acumulam erros em torno do 15o 
dígito significativo, nesse exemplo.

Para contornar esse problema de acúmulo de arredondamentos, 
podemos efetuar algumas aproximações com diferentes valores de n e 
analisar a tendência de evolução dos resultados do método dos trapézios 
via extrapolação dos Tn obtidos para o limite de Romberg, que consiste em:

a)	 efetuar k aproximações T(i,1) por trapézios (sem extrapolação, j=1), ini- 
ciando com espaçamento h, i = 1, e reduzindo obrigatoriamente o h 
pela metade em cada nova aproximação, i = 2, ..., k; e

b)	 gerar a matriz de aproximações por extrapolação, via:
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(3)

para cada coluna j = 2, 3, ..., k, efetuar extrapolação para i = j, ..., k.

Desses valores extrapolados, resulta o:
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 por trapézios e Romberg, com k = 5 aproxima- 

ções, iniciando com h = 0.25 (n = 4 subintervalos) e precisão de 16 dígitos.

Solução:
Aplicando a eq. (1), inicialmente com n = 4 (h = 0.25), para gerar a 
primeira coluna de resultados T(i, 1); e a eq. (3), para gerar os elementos das 
demais colunas, temos:
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Podemos observar no primeiro trapézio do Gráfico 8.2, que ocorre uma diferença, ou 

erro, entre a área desse trapézio e a área exata no domínio 1 2[ , ]x x . Esse erro, que é 

de truncamento, ocorre sempre que a integranda não seja uma reta.  
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/ 8h 4 1.718421660316327 1.718281837561771 1.718281828462430 1.718281828459050
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180n
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[ , ]
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x a b

M f x
∈
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1( ) (1 )f x x −= +  2( ) ( 1)(1 )f x x −′ = − + 

Como os últimos resultados extrapolados são iguais, então:

T(5, 5) = 1.718281828459046 é o valor da integral com precisão de 16 dígitos, 
que é o próprio valor exato Ie = e1 – 1.

No Caderno de Algoritmos, você encontra o arquivo Cap8exem8.3TnRomberg.m 
com o algoritmo de Romberg.

A seguir, apresentaremos um método que, em geral, fornece resultados mais exatos 
do que o método dos trapézios para uma mesma quantidade de avaliações da 
integranda.

	 8.1.2	 Método de Simpson

No método dos trapézios, usamos dois pontos sucessivos para interpolar 
a integranda com uma reta. No método de Simpson, vamos usar três pontos 
sucessivos para interpolar y = f(x) por uma parábola P2(x) pontilhada, 
conforme o Gráfico 8.3.

Gráfico 8.3 – Integral de f(x) aproximada em [a, b] por Simpson, com áreas Ai, i = 2, 4, ..., n  
obtidas a cada dois subintervalos [xi – 1, xi] e [xi, xi + 1]
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Gráfico 8.3 – Integral de ( )f x  aproximada em [ ,  ]a b  por Simpson, com áreas iA , 
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Fonte: Elaboração própria.
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b
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n
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  e geramos os 1n  pontos sucessivos ( ,  )i ix y , em que 

( )i iy f x . 

b) Para cada três pontos sucessivos, 1 1( ,  )i ix y  , ( ,  )i ix y  e 1 1( ,  )i ix y  , 

igualmente espaçados com intervalo 1 1( ) ( )i i i ih x x x x     , obtemos o 

seu único polinômio interpolador, por exemplo, o de Newton, com 

diferenças finitas ascendentes, conforme segue: 
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em que  1 1( )i i iy y y     

 por Simpson, procedemos da seguinte maneira:

a)	 Dividimos [a, b] em n (inteiro par) partes iguais de comprimento 
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em que  1 1( )i i iy y y     

 e geramos os n + 1 pontos sucessivos (xi, yi), em que 
yi = f (xi), i = 1, 2, 3, ..., n+1.

b)	 Para cada três pontos sucessivos, (xi – 1, yi – 1), (xi, yi) e (xi + 1, yi + 1), 
igualmente espaçados com intervalo h = (xi – xi – 1) = (xi + 1 – xi), 
obtemos o seu único polinômio interpolador, por exemplo, o de 
Newton, com diferenças finitas ascendentes, conforme segue:
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Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  

Substituindo 2 ( )P t  em iA , temos, 

2 2 2
1 1

2 1
0 0

( ) ( )( 1)( )   
1! 2!
i i

i i
y t y t tA P t h dt y h dt 



   
    

 
 

 

Assim, 
2 2 22

1 1
1

0 0 0

 ( )( 1)
1! 2!

i i
i i

y yA h y dt t dt t t dt 


   
        

  
 

22 22 3 2
2 1 1

1 0
0 0

1! 2 2! 3 2
i i

i i
y yt t tA h y t  



                

E substituindo os valores das diferenças finitas ascendentes, temos: 

 
3 2

1 1 1
1

2 2 22 2
1! 2! 3 2

i i i i i
i i

y y y y yA h y   


               
       

 1 14
3i i i i
hA y y y     

d) Então, a área total nS  é dada pela soma de todas as áreas iA , 

2, 4,...,i n : 

     1 2 3 3 4 5 1 14 4 4
3 3 3n n n n
h h hS y y y y y y y y y            

c)	 Para efetuar a integral 

415 
 

2 1 1
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 2 )i i i i i i i i i iy y y y y y y y y y                 

c) Para efetuar a integral 
1

1

2 ( ) 
i

i

x

i
x

A P x dx




  , aplicamos o TFC e integramos o 

interpolador polinomial por meio da técnica da mudança de variáveis via 

* 1ix t h x   . 

Então, *dx h dt , 1( )ix x t
h


  e 

1 1( ) ( ( )) ( ) 1 ( 1)i i ix x x x h x x t
h h h

    
      

Logo, 
2

1 1
2 1

( ) ( )( 1)( )
1! 2!
i i

i
y t y t tP t y  



  
    

1

1

2

2 2
0

( ) ( )  
i

i

x

i
x

A P x dx P t h dt




    

Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  

Substituindo 2 ( )P t  em iA , temos, 

2 2 2
1 1

2 1
0 0

( ) ( )( 1)( )   
1! 2!
i i

i i
y t y t tA P t h dt y h dt 



   
    

 
 

 

Assim, 
2 2 22

1 1
1

0 0 0

 ( )( 1)
1! 2!

i i
i i

y yA h y dt t dt t t dt 


   
        

  
 

22 22 3 2
2 1 1

1 0
0 0

1! 2 2! 3 2
i i

i i
y yt t tA h y t  



                

E substituindo os valores das diferenças finitas ascendentes, temos: 

 
3 2

1 1 1
1

2 2 22 2
1! 2! 3 2

i i i i i
i i

y y y y yA h y   


               
       

 1 14
3i i i i
hA y y y     

d) Então, a área total nS  é dada pela soma de todas as áreas iA , 

2, 4,...,i n : 

     1 2 3 3 4 5 1 14 4 4
3 3 3n n n n
h h hS y y y y y y y y y            

, aplicamos o TFC e integramos 

o interpolador polinomial usando a técnica da mudança de variáveis 
via x = t * h + xi – 1.

Então, dx = h * dt, 

415 
 

2 1 1
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 2 )i i i i i i i i i iy y y y y y y y y y                 

c) Para efetuar a integral 
1

1

2 ( ) 
i

i

x

i
x

A P x dx




  , aplicamos o TFC e integramos o 

interpolador polinomial por meio da técnica da mudança de variáveis via 

* 1ix t h x   . 

Então, *dx h dt , 1( )ix x t
h


  e 

1 1( ) ( ( )) ( ) 1 ( 1)i i ix x x x h x x t
h h h

    
      

Logo, 
2

1 1
2 1

( ) ( )( 1)( )
1! 2!
i i

i
y t y t tP t y  



  
    

1

1

2

2 2
0

( ) ( )  
i

i

x

i
x

A P x dx P t h dt




    

Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  
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Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  
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d) Então, a área total nS  é dada pela soma de todas as áreas iA , 

2, 4,...,i n : 
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Logo,
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Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  
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d) Então, a área total nS  é dada pela soma de todas as áreas iA , 
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Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  
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Pois, se x = xi – 1 → t = 0, x = xi + 1 → t = 2 e dx = h * dt.

Substituindo P2(t) em Ai, temos,
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Pois, se 1 0ix x t   , 1 2ix x t    e *dx h dt .  

Substituindo 2 ( )P t  em iA , temos, 

2 2 2
1 1

2 1
0 0

( ) ( )( 1)( )   
1! 2!
i i

i i
y t y t tA P t h dt y h dt 



   
    

 
 

 

Assim, 
2 2 22

1 1
1

0 0 0

 ( )( 1)
1! 2!

i i
i i

y yA h y dt t dt t t dt 


   
        

  
 

22 22 3 2
2 1 1

1 0
0 0

1! 2 2! 3 2
i i

i i
y yt t tA h y t  



                

E substituindo os valores das diferenças finitas ascendentes, temos: 

 
3 2

1 1 1
1

2 2 22 2
1! 2! 3 2

i i i i i
i i

y y y y yA h y   


               
       

 1 14
3i i i i
hA y y y     
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Essa é a fórmula de Simpson para cálculo aproximado da integral 

definida, ( ) 
b

n
a

I f x dx S  . 

Exemplo 8.4: efetue por Simpson 
3

0

( ) I f x dx  , em que ( )f x  é uma função discreta, 

conforme a tabela a seguir: 

i  1 2 3 4 5 6 7 

ix  0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

( )i iy f x  4 6 7.5 8 5 3 2 

Solução: 

Temos: 1 – 0.5i ih x x  ; 6n   (par). 

Aplicando a eq. (4), temos: 

 0.5 (4 2) 4(6 8 3) 2(7.5 5) 16.5
3nS        

 

Logo, 
3

0

( ) 16.5I f x dx   

Algumas considerações sobre o método de Simpson: 

a) Simpson, via de regra, fornece resultados mais precisos do que 

trapézios para um mesmo n . Também exige uma estimativa de um n  

ótimo, pelo mesmo motivo do trapézios, ou seja, para um n  elevado, o 

acúmulo dos erros de arredondamento pode ser maior do que o ganho 

obtido com a diminuição dos erros de truncamento, quando os 

resultados são obtidos em precisão finita. 

b) Para determinar um n  ótimo, podemos tomar a expressão do erro de 

truncamento total do Simpson, que é dada por: 
4 ( ) ( ) ,  [ ,  ]

180

iv

n
h b a fES a b  

   

e utilizar o majorante da ( )ivf x  em [ , ]a b , resultando em: 
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( ) I f x dx  , em que ( )f x  é uma função discreta, 

conforme a tabela a seguir: 

i  1 2 3 4 5 6 7 

ix  0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

( )i iy f x  4 6 7.5 8 5 3 2 
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Algumas considerações sobre o método de Simpson: 

a) Simpson, via de regra, fornece resultados mais precisos do que 

trapézios para um mesmo n . Também exige uma estimativa de um n  

ótimo, pelo mesmo motivo do trapézios, ou seja, para um n  elevado, o 

acúmulo dos erros de arredondamento pode ser maior do que o ganho 

obtido com a diminuição dos erros de truncamento, quando os 
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e utilizar o majorante da ( )ivf x  em [ , ]a b , resultando em: 

Algumas considerações sobre o método de Simpson:

a)	 Simpson, via de regra, fornece resultados mais precisos do que 
trapézios para um mesmo n. Também exige uma estimativa de 
um n ótimo, pelo mesmo motivo dos trapézios, ou seja, para um n 
elevado, o acúmulo dos erros de arredondamento pode ser maior 
do que o ganho obtido com a diminuição dos erros de truncamento, 
quando os resultados são obtidos em precisão baixa.

b)	 Para determinar um n ótimo, também podemos tomar a expressão 
do erro de truncamento total do Simpson, que é dada por:

Podemos observar no primeiro trapézio do Gráfico 8.2, que ocorre uma diferença, ou 

erro, entre a área desse trapézio e a área exata no domínio 1 2[ , ]x x . Esse erro, que é 

de truncamento, ocorre sempre que a integranda não seja uma reta.  
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Temos ( ) 1( ) 1f x x −= +  2 ( )  (1  )f x x −′ = − +  3 ( ) 2(1 )f x x −′′ = +
Erro Exato = |  |n eT I− = 7

*1.8 10− , ou seja, um Erro de truncamento inferior à 610ε −=
*

nT
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*
nT

*|  |n eT I−
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ih j
i

1 2 3 4 5 

/1h 1 1.727221904557517     

/ 2h 2 1.720518592164302 1.718284154699897    

/ 4h 3 1.718841128579994 1.718281974051892 1.718281828675358   

/ 8h 4 1.718421660316327 1.718281837561771 1.718281828462430 1.718281828459050

/16h 5 1.718316786850094 1.718281829028016 1.718281828459099 1.718281828459046 1.718281828459046
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ξ∈ (a, b)

e utilizar o majorante da f (4)(x) em [a, b], resultando em:
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c) Podemos melhorar os resultados por meio de tentativas sucessivas (com 

/ 2novo velhoh h ) e analisar o comportamento dos resultados. 

d) Não existe uma extrapolação específica para o método de Simpson, 

como a de Romberg para o método dos trapézios. 

 

Exemplo 8.5: determine o n  mínimo para não cometer erro superior à 610   ao 

efetuar por Simpson a 
6

1

1

(1 )I x dx  . 

Solução: 

Como  
1( ) (1 )f x x    2( ) ( 1)(1 )f x x       

3( ) ( 1)( 2)(1 )f x x       4( ) ( 1)( 2)( 3)(1 )f x x         
5( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)(1 )ivf x x        

5( ) 4!(1 )ivf x x      5
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(1 1)
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Aplicando na eq. (5)     
4

6 (5)0.7510 0.0832358
180

h h      

5 60.07028... 60n n
h

      

Devido ao erro de arredondamento do passo h , para 60n  , recomendamos usar 
664 2n   . 

 

DESTAQUE Conforme resultado do Exemplo 8.2, para essa mesma integral, o 

método dos trapézios demanda um 1614n  , com redução de 96% no número de 

cálculos de valores da função integranda (chamadas), quando usamos o método de 

Simpson. FIM DO DESTAQUE 

 

Os métodos de Newton-Cotes, apesar de serem conceitualmente simples, 

podem exigir alto volume de operações aritméticas em determinadas integrais, 

mesmo se utilizarmos aceleradores como Romberg. Além disso, por necessitarem 

, em que 

Podemos observar no primeiro trapézio do Gráfico 8.2, que ocorre uma diferença, ou 

erro, entre a área desse trapézio e a área exata no domínio 1 2[ , ]x x . Esse erro, que é 

de truncamento, ocorre sempre que a integranda não seja uma reta.  
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c)	 Podemos melhorar os resultados por meio de tentativas sucessivas 
(com hnovo = hvelho / 2) e analisar o comportamento dos resultados.

d)	Não existe uma extrapolação específica para o método de 
Simpson, diferentemente do método dos trapézios que possui a 
extrapolação de Romberg.

Exemplo 8.5: determine o n mínimo para não ocorrer erro superior à  

ε = 10-6 ao efetuar por Simpson a 
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c) Podemos melhorar os resultados por meio de tentativas sucessivas (com 

/ 2novo velhoh h ) e analisar o comportamento dos resultados. 

d) Não existe uma extrapolação específica para o método de Simpson, 

como a de Romberg para o método dos trapézios. 
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DESTAQUE Conforme resultado do Exemplo 8.2, para essa mesma integral, o 

método dos trapézios demanda um 1614n  , com redução de 96% no número de 

cálculos de valores da função integranda (chamadas), quando usamos o método de 
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podem exigir alto volume de operações aritméticas em determinadas integrais, 
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Solução:
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f (x) = (1 + x)–1 ⇒ f '(x) = (–1)(1 + x)–2
 ⇒

f ''(x) = (–1)(–2)(1 + x)–3 ⇒ f '''(x) = (–1)(–2)(–3)(1 + x)–4 ⇒
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Devido ao erro de arredondamento do passo h , para 60n  , recomendamos usar 
664 2n   . 
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

 

Aplicando na eq. (5)     
4

6 (5)0.7510 0.0832358
180

h h      

5 60.07028... 60n n
h

      

Devido ao erro de arredondamento do passo h , para 60n  , recomendamos usar 
664 2n   . 

 

DESTAQUE Conforme resultado do Exemplo 8.2, para essa mesma integral, o 

método dos trapézios demanda um 1614n  , com redução de 96% no número de 

cálculos de valores da função integranda (chamadas), quando usamos o método de 

Simpson. FIM DO DESTAQUE 

 

Os métodos de Newton-Cotes, apesar de serem conceitualmente simples, 

podem exigir alto volume de operações aritméticas em determinadas integrais, 

mesmo se utilizarmos aceleradores como Romberg. Além disso, por necessitarem 

Devido ao erro de arredondamento do passo h, para n = 60, recomendamos 
usar n = 64 = 26.

Conforme resultado do Exemplo 8.2, para essa mesma integral, o 
método dos trapézios demanda um n = 1614. Para o método de Simpson 
temos uma redução de 96% no número de cálculos de valores da função 
integranda (chamadas).
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Os métodos de Newton-Cotes, apesar de serem conceitualmente 
simples, podem exigir alto volume de operações aritméticas em determinadas 
integrais, mesmo se utilizarmos aceleradores como Romberg. Além disso, 
por necessitarem dos valores de f(a) e f(b), não são aplicáveis em integrais 
impróprias com descontinuidades nos extremos do intervalo de integração, 
ou com extremos infinitos do tipo:
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do tipo: 
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b

a

 

 
    

 

Na sequência, vamos apresentar uma metodologia de integração numérica que 

supre essas deficiências dos métodos newtonianos. 

 

8.2  Integração Numérica Gaussiana ou Quadratura Gaussiana 
 

 Considere que desejamos obter numericamente uma ( ) 
a

b

I f x dx   hipotética 

efetuando apenas dois cálculos de valores da integranda ( )y f x . Por 

consequência, só nos resta aplicar um único trapézio, passando uma única reta 

pelos extremos [ ,  ]a b  do intervalo, e admitir um erro de truncamento muito elevado, 

como o erro destacado em cinza no exemplo da Gráfico 8.4. 

 

Gráfico 8.4 – Erro 1ET  da aproximação por Trapézios com 2m  pontos 

 
Fonte: Elaboração própria 

 

O desafio fundamental é: se mantidos apenas os cálculos de valores da 

( )y f x  em 2m  pontos, seria possível diminuir o erro de truncamento gerado pelo 

método dos trapézios da Gráfico 8.4? A resposta de Gauss para essa questão é 
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supre essas deficiências dos métodos newtonianos.

8.2	 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA GAUSSIANA 
OU QUADRATURA GAUSSIANA

Considere que desejamos obter numericamente uma 
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O desafio fundamental é: se mantidos apenas os cálculos de valores da 

( )y f x  em 2m  pontos, seria possível diminuir o erro de truncamento gerado pelo 

método dos trapézios da Gráfico 8.4? A resposta de Gauss para essa questão é 

, 

hipoteticamente efetuando apenas dois cálculos de valores da integranda  
y = f(x). Por consequência, só nos resta aplicar um único trapézio, T1, 
passando uma única reta pelos extremos [a, b] do intervalo, e admitir um 
erro de truncamento muito elevado, como o erro destacado em cinza no 
exemplo do Gráfico 8.4.

Gráfico 8.4 – Erro ET1 da aproximação por trapézios com m = 2 pontos
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O desafio fundamental é: se mantidos apenas os cálculos de valores da 
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O desafio fundamental é: se mantidos apenas os cálculos de valores 
da y = f(x) em m = 2 pontos, seria possível diminuir o erro de truncamento 
gerado pelo método dos trapézios do Gráfico 8.4? A resposta de Gauss para 
essa questão é positiva, desde que a determinação dos dois valores funcio- 
nais que definirão a reta aproximadora sejam fixados não nos extremos  
do intervalo [a, b], mas em pontos internos adequadamente escolhidos  
(x1 e x2), como os do Gráfico 8.5.

Gráfico 8.5 – Representação do Erro EG2 da aproximação por Gauss-Legendre G2 com  
m = 2 pontos

+ +–

Fonte: Elaboração própria.

Observe que a reta aproximadora tracejada, proposta por Gauss-
Legendre no Gráfico 8.5, compensa os erros, pois em parte a sua integração 
G2 gera valores a mais (destacados com +) e em parte gera valores a menos 
(destacados com –), de modo que a soma desses erros EG2 será bem menor 
do que o erro gerado no método dos trapézios ET1, ambos obtidos com 
m = 2 pontos.

Na quadratura gaussiana, os métodos de integração de 
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positiva, desde que a determinação dos dois valores funcionais que definirão a reta 

aproximadora sejam fixados não nos extremos do intervalo [ ,  ]a b , mas em pontos 

internos adequadamente escolhidos ( 1 2 e  x x ), como os da Gráfico 8.5. 

 

Gráfico  8.5 – Representação do Erro 2EG  da aproximação por Gauss-Legendre com 

2m  pontos 

 
Fonte: Elaboração própria 

 

Observe que a reta aproximadora tracejada, proposta por Gauss-Legendre no 

Gráfico  8.5, compensa os erros, pois em parte a sua integração 2G  gera valores a 

mais (destacados com +) e em parte gera valores a menos (destacados com -), de 

modo que a soma desses erros 2EG  será bem menor do que o erro gerado no 

método dos trapézios 1ET , ambos obtidos com 2m  pontos. 

Na quadratura Gaussiana, os métodos de integração de ( ) 
a

b

I f x dx   são 

desenvolvidos de modo que os valores da integranda ( )y f x  são obtidos não em 

quaisquer pontos desejados do domínio [ ,  ]a b , como pode ser feito nos métodos 

newtonianos, mas em pontos previamente estabelecidos. Esses pontos  

independem da integranda, porém dependem da quantidade de chamadas na 

integranda e da otimização do erro de truncamento para essa quantidade de 

chamadas. 

Como os pontos de cálculo da integranda são pré-fixados, temos de 

 

são desenvolvidos de modo que os valores da integranda y = f(x) são obtidos 
não em quaisquer pontos desejados do domínio [a, b], como pode ser feito 
nos métodos newtonianos, mas em pontos previamente estabelecidos.  
Esses pontos independem da integranda, porém dependem da quantidade 
de chamadas na integranda e da otimização do erro de truncamento para 
essa quantidade de chamadas.
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Como os pontos de cálculo da integranda são prefixados, temos 
de padronizar o domínio [a, b] em um intervalo fixo e conhecido, então 
vamos padronizar o domínio de integração [a, b] fixando-o em [–1, 1] 
por meio da conhecida mudança de variáveis:

x(t) = ((b – a) /2) t + ((b + a) /2) ⇒ dx = ((b – a) /2) dt

Logo,
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padronizar o domínio [ ,  ]a b  em um intervalo fixo e conhecido, então vamos 

padronizar o domínio de integração [ ,  ]a b  fixando-o em [ 1,  +1]  por meio da 

conhecida mudança de variáveis: 

 

(( ) 2) (( ) 2) (( ) 2)( ) b a b a b ax t t dx dt       

 

Logo, 

   
1

1 ( )

(( ) 2) (( ) 2)( ) ( ) 2  
b

a g t

b a b aI f x dx b a f t dt


          (5) 

 

Por consequência, os métodos Gaussianos são aplicados em integrais 

normalizadas 
1

1

( ) g t dt

 , e o resultado final multiplicado pelo fator ( ) 2b a  para 

obtermos ( ) 
b

a

I f x dx  . 

 

A seguir, vamos desenvolver dois métodos típicos da quadratura gaussiana. 

 

 

8.2.1 Método de Gauss-Legendre 
 
 

Da soma de Riemann, aplicada no intervalo [ 1,  +1] , temos: 

 

 
1

( , ) ( , )
11

( )  
m

m k m k m
k

I g t dt C g t G


         (6) 

 

em que os 2m  parâmetros indeterminados ( , )m kC  e ( , )m kt  são denominados 

respectivamente de “pesos” e “nós”. No método de Gauss-Legendre, esses 

parâmetros são obtidos de modo que a mG  forneça resultados exatos para a I  

quando a integranda ( )  ( ( ))g t f x t  for um polinômio de grau até 2 1m . Para 

tanto, forçamos a integração de 2m  monômios 2 2 1{1,  ,  ,  ... , }mt t t  , via eq. (6), de 

	
(5)

Por consequência, os métodos gaussianos são aplicados em inte- 

grais normalizadas 
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.

A seguir, vamos desenvolver dois métodos típicos da quadratura gaussiana.

	 8.2.1	 Método de Gauss-Legendre

Analogamente à soma de Riemann, aplicada no intervalo [–1, 1], 
Gauss propõe:
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(6)

em que os 2m parâmetros indeterminados C(m, k) e t(m, k) são denomi- 
nados respectivamente de “pesos” e “nós”. No método de Gauss-Legendre, 
esses parâmetros são obtidos de modo que a Gm forneça resultados  
exatos para a I quando a integranda g(t) = f (x(t)) for um polinômio  
de grau até 2m – 1. Para tanto, forçamos a integração de 2m monômios 
{1, t, t2, ..., t2m – 1}, via eq. (6), de modo que Gm seja exata.
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Assim, 
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modo que mG  seja exata.  

 Assim,  
1

( , ) ( , )
11

( )  
m

m k m k
k

g t dt C g t


 , com ( ) ig t t , para 0,1,2,..., 2 1i m  , 

resultam as seguintes equações: 

 

 

 

 

1

* * * *( , ) ( , ) ( ,1) ( ,2) ( , )
11

1

( , ) ( , ) ( ,1) ( ,1) ( ,2) ( ,2) ( , ) ( , )
11

1
2 2 2

( , ) ( , ) ( ,1) ( ,1) ( ,2) ( ,2) ( , )
11

1 2 1 1 1

 0

2 / 3 ( ) ( )

m

m k m k m m m m
k

m

m k m k m m m m m m m m
k

m

m k m k m m m m m m
k

dt C g t C C C

t dt C g t C t C t C t

t dt C g t C t C t C







     

     

     







 

2
( , )

1
3 3 3 3

( , ) ( , ) ( ,1) ( ,1) ( ,2) ( ,2) ( , ) ( , )
11

( )

0 ( ) ( ) ( )

                                                                                                               

m m

m

m k m k m m m m m m m m
k

t

t dt C g t C t C t C t


    

 

 

1
2 2 2 2 2 2 2 2

( , ) ( , ) ( ,1) ( ,1) ( ,2) ( ,2) ( , ) ( , )
11

1
2 1 2 1

( , ) ( , ) ( ,1) ( ,1)
11

                                               (7)

2 / (2 1) ( ) ( ) ( )

0 ( )

m
m m m m

m k m k m m m m m m m m
k

m
m m

m k m k m m
k

t dt C g t m C t C t C t

t dt C g t C t

   



 



      

   



 2 1 2 1
( ,2) ( ,2) ( , ) ( , )( ) ( )m m
m m m m m mC t C t 




















  



 

Esse sistema de equações não lineares é de ordem 2m , e a sua solução, de 

grande dificuldade para ser obtida, fornece os parâmetros ( , )m kC  e ( , )m kt . Por exemplo, 

para 2m , a expressão (7) torna-se: 
0 0

(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

1 1
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

2 2
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

3 3
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

( ) ( ) 2 /1

( ) ( ) 0

( ) ( ) 2 / 3

( ) ( ) 0

C t C t

C t C t

C t C t

C t C t

  


 


 
  

 

A solução desse sistema pelo método de Newton, apresentado no Capítulo 4, 

fornece (em double): 

(2,1) 1 .00000000C   e (2,1) 0.577350269189626t    

(2,2) 1 .00000000C   e (2,2) 0.577350269189626t    

 Generalizando a integração numérica de Gauss-Legendre para o intervalo 

[ ,  ]a b , aplicamos a eq. (6) na eq. (5) a fim de obter a aproximação de I : 

   
1

1 ( )

( ) ( ) 2 ( ( )) ( ) 2
b

m
a g t

I f x dx b a f x t dt b a G


       

, com g(t) = ti, para i = 0, 1, 2, ..., 

2m – 1, resultam as seguintes equações:
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 Assim,  
1

( , ) ( , )
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( )  
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m k m k
k

g t dt C g t


 , com ( ) ig t t , para 0,1,2,..., 2 1i m  , 

resultam as seguintes equações: 
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Esse sistema de equações não lineares é de ordem 2m , e a sua solução, de 

grande dificuldade para ser obtida, fornece os parâmetros ( , )m kC  e ( , )m kt . Por exemplo, 

para 2m , a expressão (7) torna-se: 
0 0

(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

1 1
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

2 2
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

3 3
(2,1) (2,1) (2,2) (2,2)

( ) ( ) 2 /1

( ) ( ) 0

( ) ( ) 2 / 3

( ) ( ) 0

C t C t

C t C t

C t C t

C t C t

  


 


 
  

 

A solução desse sistema pelo método de Newton, apresentado no Capítulo 4, 

fornece (em double): 

(2,1) 1 .00000000C   e (2,1) 0.577350269189626t    

(2,2) 1 .00000000C   e (2,2) 0.577350269189626t    

 Generalizando a integração numérica de Gauss-Legendre para o intervalo 

[ ,  ]a b , aplicamos a eq. (6) na eq. (5) a fim de obter a aproximação de I : 

   
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1 ( )

( ) ( ) 2 ( ( )) ( ) 2
b

m
a g t

I f x dx b a f x t dt b a G


       

(7)

Esse sistema de equações não lineares é de ordem 2m, e a sua solução, 
de grande dificuldade para ser obtida, fornece os parâmetros C(m, k) e t(m, k). 
Por exemplo, para m = 2, a expressão (7) torna-se:
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8.2.1 
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A solução desse sistema pelo método de Newton, apresentado no 
Capítulo 4, fornece (em double):

C(2,1) = 1.00000000 e t(2,1) = +0.577350269189626
C(2,2) = 1.00000000 e t(2,2) = -0.577350269189626
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Generalizando a integração numérica de Gauss-Legendre para o inter- 
valo [a, b], aplicamos a eq. (6) na eq. (5) a fim de obter a aproximação de I:
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Esse sistema de equações não lineares é de ordem 2m , e a sua solução, de 

grande dificuldade para ser obtida, fornece os parâmetros ( , )m kC  e ( , )m kt . Por exemplo, 

para 2m , a expressão (7) torna-se: 
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A solução desse sistema pelo método de Newton, apresentado no Capítulo 4, 

fornece (em double): 

(2,1) 1 .00000000C   e (2,1) 0.577350269189626t    

(2,2) 1 .00000000C   e (2,2) 0.577350269189626t    

 Generalizando a integração numérica de Gauss-Legendre para o intervalo 

[ ,  ]a b , aplicamos a eq. (6) na eq. (5) a fim de obter a aproximação de I : 
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1 ( )

( ) ( ) 2 ( ( )) ( ) 2
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a g t

I f x dx b a f x t dt b a G

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Então, redefinimos a Gm da eq. (6), para o intervalo [a, b], como:
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Então, redefinimos a mG  da eq. (6), para o intervalo [ ,  ]a b , como: 
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m m k m k
k

I G b a C f x t


          (8) 

Exemplo 8.6: determine 
1

0

xI e dx   pelo método de Gauss-Legendre com 2m  

pontos. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com  0a   e 1 b  , resulta: 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

2 
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( )k ky f x
 

1 1 3
 

0.211324865405187
 

1.23531360053585
 

2   1 3
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2.20047915547916
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1.71789637800750mI G   

1.71828182845905eI   (Integral Exata 
1

0
  x

eI e ) 

Na Tabela 8.3 estão listados os valores de ( , )m kt  e ( , )m kC , para 1m  até 10, obtidos 

resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double. 

 

 

 

Tabela 8.3 – Valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  para integração de Gauss-Legendre 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

	
(8)

Exemplo 8.6: determine 
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Aplicando diretamente a eq. (8) com  0a   e 1 b  , resulta: 
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Na Tabela 8.3 estão listados os valores de ( , )m kt  e ( , )m kC , para 1m  até 10, obtidos 

resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double. 

 

 

 

Tabela 8.3 – Valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  para integração de Gauss-Legendre 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

 pelo método de Gauss-Legendre com  
m = 2 pontos.

Solução:
Aplicando diretamente a eq. (8) com a = 0 e b = 1, resulta:

m t(m,k) C(m,k)

2
t(2,1) = -1/√3
t(2,2) = 1/√3

C(2,1) = 1
C(2,2) = 1

Gm = ((b – a)/2) 

422 
 

Então, redefinimos a mG  da eq. (6), para o intervalo [ ,  ]a b , como: 
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Exemplo 8.6: determine 
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Aplicando diretamente a eq. (8) com  0a   e 1 b  , resulta: 
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Na Tabela 8.3 estão listados os valores de ( , )m kt  e ( , )m kC , para 1m  até 10, obtidos 

resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double. 

 

 

 

Tabela 8.3 – Valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  para integração de Gauss-Legendre 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

 C(m, k) f(xk) = ((b – a)/2) 
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Então, redefinimos a mG  da eq. (6), para o intervalo [ ,  ]a b , como: 
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Na Tabela 8.3 estão listados os valores de ( , )m kt  e ( , )m kC , para 1m  até 10, obtidos 

resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double. 

 

 

 

Tabela 8.3 – Valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  para integração de Gauss-Legendre 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

 C(m, k) yk

k t(m,k) xk = ((b + a)/2)t(m,k) + ((b + a)/2) yk = f (xk)

1 –1/√3 0.211324865405187 1.23531360053585
2 1/√3 0.788675134594813 2.20047915547916

Gm = ((b – a)/2)[C(2, 1) f (x1) + C(2, 2) f (x2)]

Gm = 
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Então, redefinimos a mG  da eq. (6), para o intervalo [ ,  ]a b , como: 
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Exemplo 8.6: determine 
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0

xI e dx   pelo método de Gauss-Legendre com 2m  

pontos. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com  0a   e 1 b  , resulta: 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

2 
(2,1) 1 3t    

(2,2)  1 3t   
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( )k ky f x
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Na Tabela 8.3 estão listados os valores de ( , )m kt  e ( , )m kC , para 1m  até 10, obtidos 

resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double. 

 

 

 

Tabela 8.3 – Valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  para integração de Gauss-Legendre 

m  ( , )m kt  ( , )m kC  

 [1 * 1.23531360053585 + 1 * 2.20047915547916]

I ≅ 1.71789637800750

Ie = 1.71828182845905 (integral exata Ie = e x|1
0  

)
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Na Tabela 8.3 estão listados os valores de t(m, k) e C(m, k), para m = 1  
até 10, obtidos resolvendo o sistema não linear (7), em precisão double.

Tabela 8.3 – Valores de t(m, k) e C(m, k) para integração de Gauss-Legendre

m t(m, k) C(m,k)

1 t1 = 0 C1 = 2
2 t2 = -t1 = √3 

-1
C1 = C2 = 1

3
t2 = 0
t3 = -t1 = √3/5

C2 = 8/9
C3 = C1 = 5/9

4
t3 = -t2 = 0.3399810435848562648
t4 = -t1 = 0.8611363115940525752

C3 = C2 = 0.65214515486254614263
C4 = C1 = 0.34785484513745385737

5
t3 = 0
t4 = -t2 = 0.53846931010568309104
t5 = -t1 = 0.90617984593866399280

C3 = 128/225
C4 = -C2 = 0.47862867049936646804
C5 = -C1 = 0.23692688505618908751

6
t4 = -t3 = 0.23861918608319690863
t5 = -t2 = 0.66120938646626451366
t6 = -t1 = 0.93246951420315202781

C4 = -C3 = 0.46791393457269104739
C5 = -C2 = 0.36076157304813860757
C6 = -C1 = 0.17132449237917034504

7

t4 = 0
t5 = -t3 = 0.40584515137739716691
t6 = -t2 = 0.74153118559939443986
t7 = -t1 = 0.94910791234275852453

C4 = 512/1225
C5 = -C3 = 0.38183005050511894495
C6 = -C2 = 0.27970539148927666790
C7 = -C1 = 0.129484966168869693271

8

t7 = -t4 = 0.183434642495650
t6 = -t3 = 0.525532409916329
t7 = -t2 = 0.796666477413627
t8 = -t1 = 0.960289856497536

C5 = -C4 = 0.362683783372369
C6 = -C3 = 0.313706645877885
C7 = -C2 = 0.222381034453374
C8 = -C1 = 0.101228536290377

9

t5 = 0
t6 = -t4 = 0.324253423403809
t7 = -t3 = 0.613371432700591
t8 = -t2 = 0.836031107326639
t9 = -t1 = 0.968160239507622

C5 = 0.330239355001305
C6 = -C4 = 0.312347077039964
C7 = -C3 = 0.260610696402964
C8 = -C2 = 0.180648160694839
C9 = -C1 = 0.0812743883615805

10

t6 = -t5 = 0.148874338981631
t7 = -t4 = 0.433395394129247
t8 = -t3 = 0.679409568299024
t9 = -t2 = 0.865063366688989
t10 = -t1 = 0.973906528517168

C6 = -C5 = 0.295524224714756
C7 = -C4 = 0.269266719309977
C8 = -C3 = 0.219086362516008
C9 = -C2 = 0.149451394150562
C10 = -C1 = 0.0666713443086937

Fonte: Adaptada de Gaelzer (2013).
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Para fins didáticos, apresentamos a Tabela 8.4, com precisão de calculadoras 
científicas.

Tabela 8.4 – Valores de t(m, k) e C(m, k) para integração de Gauss-Legendre, com precisão de 
calculadoras e m = 1 até 5

m t(m,k) C(m,k)

1 t1 = 0 C1 = 2

2
t1 = -√3 

-1

t2 = √3 
-1

C1 = 1
C2 = 1

3
t1 = -√3/5
t2 = 0
t3 = √3/5

C1 = 5/9
C2 = 8/9
C3 = 5/9

4

t1 = -0.861136312
t2 = -0.339981044
t3 = +0.339981044
t4 = +0.861136312

C1 = 0.347854845
C2 = 0.652145155
C3 = 0.652145155
C4 = 0.347854845

5

t1 = -0.906179846
t2 = -0.538469310
t3 = 0
t4 = +0.538469310
t5 = +0.906179846

C1 = 0.236926885
C2 = 0.478628670
C3 = 0.568888889
C4 = 0.478628670
C5 = 0.236926885

Fonte: Elaboração própria.

Os valores dos m “nós” t(m, k) são as raízes dos polinômios ortogonais 
de Legendre de grau m (CARNAHAN; LUTHER; WILKES, 1990), 
distribuídas simetricamente no intervalo normalizado [–1, 1]. Assim, 
se forem obtidos os valores de t(m, k), via determinação das raízes dos 
polinômios ortogonais de Legendre de grau m (POLINÔMIOS..., 2017), o 
sistema (7), de 2m equações, se tornará linear e permitirá a obtenção dos 
m valores dos “pesos” C(m, k) usando as suas primeiras m equações lineares

Os polinômios de Legendre podem ser obtidos genericamente para 
qualquer grau n por meio de relações de recorrência, partindo dos dois 
primeiros polinômios P0(x) = 1 e P1(x) = 0 + 1x, conforme as relações:

Pn + 1(x) = ((2n + 1) * x Pn(x) -n * Pn – 1(x))/(n + 1)
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Para utilização numérica, obtemos diretamente os coeficientes por 
meio das seguintes recorrências, para cada grau n:

a)	 grau n = 1 → a(n, 1) = 0; a(n, 2) = 1; P1(x) = 0 + 1x

b)	 grau n = 2 → a(n, 1) = –1/2; a(n, 2) = 0; a(n, 3) = 3/2; P2(x) = (–1 + 0x + 3x2)/2

c)	 graus n = 3, 4, ..., m
k = 0		  →  a(n, k + 1) = (1 – n) / n * a(n – 2, k + 1)

k = 1 : n – 2	 →  a(n, k + 1) = (1 – n) / n * a(n-2, k+1) + (2 * n * 1)/n * a(n-1, k-1+1)

k = n – 1	 →  a(n, k + 1) = (2 * n – 1) / n * a(n – 1, k)

k = n		  →  a(n, k + 1) = (2 * n – 1) / n * a(n – 1, k + 1 – 1)

e Pn(x) = a(n, 1) + a(n, 2)x + a(n, 3) x
2 + ... + a(n, n + 1)x

n

No Caderno de Algoritmos, você encontra o cálculo dos valores de t(m, k) e C(m, k)  
para qualquer m no arquivo Cap8CalculoCoefGaussLegendre.m.

Por último, podemos provar, utilizando o teorema do valor médio  
para integrais, que o limite do erro de truncamento EGm da integração 
numérica de Gauss-Legendre, utilizando a integranda original f(x), é dado por

425 
 

a) grau 1n    ( ,1) 0na  ;  ( ,2) 1na  ; ( 1( ) 0 1P x x  ) 

b) grau 2n    ( ,1) 1/ 2na   ;  ( ,2) 0na  ;  ( ,3) 3 / 2na  ; 2
2 ( 1 0( ) / 23) xP x x     

c) graus 3, 4, ,n m  

0k        *( , 1) ( 2, 1)(1 ) /n k n ka n n a     

1: 2k n       * * *( , 1) ( 2, 1) ( 1, 1 1)(1 ) / (2 1) /n k n k n ka n n a n n a          

1k n       * *( , 1) ( 1, )(2 1) /n k n ka n n a    

k n      * *( , 1) ( 1, 1 1)(2 1) /n k n ka n n a      

em que ( ,1) ( ,2) ( ,3) ( , 1)
2( ) n

n n n nn na a aP x x x xa       

 

No Caderno de Algoritmos, você encontra o cálculo dos valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  

para qualquer m  no arquivo Cap8CalculoCoefGaussLegendre.m. 

 

Por último, podemos provar, utilizando o teorema do valor médio para 

integrais, que o  limite do erro de truncamento mEG  da integração numérica de 

Gauss-Legendre, utilizando a integranda original ( )f x , é dado por 

4
2 1 (2 )

3

( !)( ) ( ) ,    [ , ] 
(2 1)[(2 )!]

m m
m

mEG b a Max f x x a b
m m

   


   (9) 

 
lim 0mm

EG


  

 

Exemplo 8.7: determine o número de pontos m  mínimo para que o erro de 

truncamento máximo entre a integral exata 
6

1

1

(1 )I x dx   e a aproximação por 

Gauss-Legendre mG  seja da ordem de 6O(10 ) . 

Solução: 

Derivando a integranda, resulta que: 
1 ( ) (1 )f x x   ,    2( ) ( 1) 1f x x     ,    3( ) ( 1)( 2) 1f x x       

  4( ) ( 1)( 2)( 3) 1f x x        

  5(4) ( ) ( 1)( 2)( 3)( 4) 1f x x        

e generalizando para derivada de ordem k , temos  

    ( 1)( ) ( ) 1 ! 1k kkf x k x      

	

(9)

Exemplo 8.7: determine o número de pontos m mínimo para que o erro de 

truncamento máximo entre a integral exata 
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No Caderno de Algoritmos, você encontra o cálculo dos valores de ( , )m kt  e ( , )m kC  

para qualquer m  no arquivo Cap8CalculoCoefGaussLegendre.m. 

 

Por último, podemos provar, utilizando o teorema do valor médio para 

integrais, que o  limite do erro de truncamento mEG  da integração numérica de 

Gauss-Legendre, utilizando a integranda original ( )f x , é dado por 
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Exemplo 8.7: determine o número de pontos m  mínimo para que o erro de 

truncamento máximo entre a integral exata 
6

1

1

(1 )I x dx   e a aproximação por 

Gauss-Legendre mG  seja da ordem de 6O(10 ) . 

Solução: 

Derivando a integranda, resulta que: 
1 ( ) (1 )f x x   ,    2( ) ( 1) 1f x x     ,    3( ) ( 1)( 2) 1f x x       

  4( ) ( 1)( 2)( 3) 1f x x        

  5(4) ( ) ( 1)( 2)( 3)( 4) 1f x x        

e generalizando para derivada de ordem k , temos  

    ( 1)( ) ( ) 1 ! 1k kkf x k x      

 e a aproximação 

por Gauss-Legendre Gm seja da ordem de O(10-6).
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Solução:
Derivando a integranda, resulta que:

f(x) = (1 – x)-1, f '(x) = (–1)(1 + x)-2, f ''(x) = (–1)(–2)(1 + x)–3

f '''(x) = (–1)(–2)(-3)(1 + x)-4

f(4) (x) = (–1)(–2)(–3)(–4)(1 + x)-5

e generalizando para derivada de ordem k, temos 

f(k) (x) = (–1)k k!(1 + x)-(k + 1)

Agora vamos calcular o erro requerido EGm da ordem de O(10-6) por 
tentativas, iniciando com m = 6 e usando a expressão (8).

Para m = 6:

208 

1 1 -1 1 1

* 1 -2 1

* 3 2 3 1

* 2 1

( ) ( )( )....( )
              ( )( )...( )
                
              ( )( )
              ( )

n n n n n

n n n n n

Det U x x x x x x
x x x x x x

x x x x
x x

+ + +

−

= − − −
− − −

− −
−

⋮       (5b)

334 
(4)( )f x

340 
8.7u =  e  5.5v =

377 
( 1) 1

[ , ]
( )

 ( )
4( 1)

n n

x a b
n

Max f x h
Erro P x

n

+ +

∈<
+

413 
[0.1,  1]x ∈

441 
( )0 0

1 2( , ) 1.,  1.a a =

1  367.001181444968a =  e 2 1 .00152293682138a =

449 

( ) ( ) ( )1 22 2
1 2 1 2

1

( , ) 2   / 1   / 1 0
m

k
k

D a b a a T V a a T
a

− −

=

∂    = + − − + =      ∂ 

456 

( ) ( ) ( )
b

a

I f x dx F b F a A= = − =
463 

2 ( )  (1  )f x x −′ = − +
464 
|  |n eT I−

*
nT

*|  |n eT I−
465 

( , )lim ( ) 
b

i kk
a

T f x dx
→ ∞

= 
470 

(4) 5( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)(1 )f x x −= − − − − +
(4) 5( ) 4!(1 )f x x −= +  (4)

51

24( ) 0.75
(1 1)x

Max f x
=

= =
+
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Para 6m = : 

( )(2 ) (12) 12
(12 1)1

12!( ) 1 ( 1) 58472
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+
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Agora vamos calcular o erro requerido mEG  da ordem de 6O(10 )  por tentativas, 

iniciando com 6m   e usando a expressão (8). 

Para 6m  : 

 (2 ) (12) 12
(12 1)

12!1 ( 1) 58472
(1 1)

mMax f f    


 

4
2*6 1 (2 )

3
* *

(6!)(6 1) ( )  0.01342557
(2 6 1)[(2 6)!]

m
GmE Max f x  


 

 

Para 10m  : 

 (2 ) 20 20 12
*(20 1)

20!1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

mMax f f    


 

4
2*10 1 (2 )

3
* *

(10!)(6 1) ( )  0.00031719
(2 10 1)[(2 10)!]

m
GmE Max f x  


 

 

Para 16m  : 

 (2 ) (32) 32 25
*(32 1)

32!1 ( 1) 3.06325 10
(1 1)

mMax f f    


 

4
2*16 1 (2 ) 06

*3
* *

(16!)(6 1) ( )  1.13669 10
(2 16 1)[(2 16)!]

m
GmE Max f x   


 

 

Portanto, são necessários 16m   pontos no método de Gauss-Legendre para que 

essa integral seja da ordem de 6O(10 ) , enquanto nos métodos de Simpson e 

trapézios necessitamos de 60n   e 1614n   subdivisões do intervalo [ , ]a b , o que 

equivale a usar 61  e 1615  pontos, respectivamente. 

 

Exemplo 8.8: determine 
6

1

1
1

I dx
x


  pelo método de Gauss-Legendre com 3m   

pontos, calcule o erro exato, determine e plote o polinômio de grau 1 2n m   , que 

passa sobre os 3 pontos ( , )k kx y  definidos pelo método, e compare a integração 

desde polinômio 1mP   com o resultado da integração pelo método de Gauss-

Legendre. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com 1 a   e  6b  , resulta: 

Para m = 10:
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Para 10m = : 

( )(2 ) (20) 20 12
*(20 1)1

20!( ) 1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+

503 
Excluir um parêntesis no final ). 
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Agora vamos calcular o erro requerido mEG  da ordem de 6O(10 )  por tentativas, 

iniciando com 6m   e usando a expressão (8). 
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Para 16m  : 

 (2 ) (32) 32 25
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Portanto, são necessários 16m   pontos no método de Gauss-Legendre para que 

essa integral seja da ordem de 6O(10 ) , enquanto nos métodos de Simpson e 

trapézios necessitamos de 60n   e 1614n   subdivisões do intervalo [ , ]a b , o que 

equivale a usar 61  e 1615  pontos, respectivamente. 

 

Exemplo 8.8: determine 
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1

1
1

I dx
x


  pelo método de Gauss-Legendre com 3m   

pontos, calcule o erro exato, determine e plote o polinômio de grau 1 2n m   , que 

passa sobre os 3 pontos ( , )k kx y  definidos pelo método, e compare a integração 

desde polinômio 1mP   com o resultado da integração pelo método de Gauss-

Legendre. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com 1 a   e  6b  , resulta: 

Para m = 16:
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Para 10m = : 

( )(2 ) 20 20 12
*(20 1)1

20!( ) 1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+

Para 16m = : 

( )(2 ) (32) 32 25
*(32 1)1

32!( ) 1 ( 1) 3.06325 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+
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( ) ( ) ( ) 
a

a

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +  
498 

( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 
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Observe que o termo ( )1 2 3 42 2 6K K K K+ + +  é uma inclinação média ponderada da 

função solução ( )y x , composta por uma inclinação no ponto inicial 1K , duas no 

ponto intermediário, 2K  e 3K , e uma no ponto final 4K  do subintervalo 1[ ,  ]k kx x + . 
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* *u dv u v v du= − 

426 
 

Agora vamos calcular o erro requerido mEG  da ordem de 6O(10 )  por tentativas, 

iniciando com 6m   e usando a expressão (8). 

Para 6m  : 

 (2 ) (12) 12
(12 1)

12!1 ( 1) 58472
(1 1)

mMax f f    


 

4
2*6 1 (2 )

3
* *

(6!)(6 1) ( )  0.01342557
(2 6 1)[(2 6)!]

m
GmE Max f x  


 

 

Para 10m  : 

 (2 ) 20 20 12
*(20 1)

20!1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

mMax f f    
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4
2*10 1 (2 )

3
* *

(10!)(6 1) ( )  0.00031719
(2 10 1)[(2 10)!]

m
GmE Max f x  


 

 

Para 16m  : 

 (2 ) (32) 32 25
*(32 1)

32!1 ( 1) 3.06325 10
(1 1)

mMax f f    


 

4
2*16 1 (2 ) 06

*3
* *

(16!)(6 1) ( )  1.13669 10
(2 16 1)[(2 16)!]

m
GmE Max f x   


 

 

Portanto, são necessários 16m   pontos no método de Gauss-Legendre para que 

essa integral seja da ordem de 6O(10 ) , enquanto nos métodos de Simpson e 

trapézios necessitamos de 60n   e 1614n   subdivisões do intervalo [ , ]a b , o que 

equivale a usar 61  e 1615  pontos, respectivamente. 

 

Exemplo 8.8: determine 
6

1

1
1

I dx
x


  pelo método de Gauss-Legendre com 3m   

pontos, calcule o erro exato, determine e plote o polinômio de grau 1 2n m   , que 

passa sobre os 3 pontos ( , )k kx y  definidos pelo método, e compare a integração 

desde polinômio 1mP   com o resultado da integração pelo método de Gauss-

Legendre. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com 1 a   e  6b  , resulta: 
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Portanto, são necessários m = 16 pontos no método de Gauss-Legendre para 
que essa integral seja da ordem de O(10-6), enquanto nos métodos de Simpson 
e trapézios necessitamos de n = 60 e n = 1614 subdivisões do intervalo  
[a, b], o que equivale a usar 61 e 1615 pontos, respectivamente.

Exemplo 8.8: determine 
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essa integral seja da ordem de 6O(10 ) , enquanto nos métodos de Simpson e 

trapézios necessitamos de 60n   e 1614n   subdivisões do intervalo [ , ]a b , o que 
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Exemplo 8.8: determine 
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1

1
1

I dx
x


  pelo método de Gauss-Legendre com 3m   

pontos, calcule o erro exato, determine e plote o polinômio de grau 1 2n m   , que 

passa sobre os 3 pontos ( , )k kx y  definidos pelo método, e compare a integração 

desde polinômio 1mP   com o resultado da integração pelo método de Gauss-

Legendre. 

Solução:  

Aplicando diretamente a eq. (8) com 1 a   e  6b  , resulta: 

 pelo método de Gauss-Legendre com 

m = 3 pontos, calcule o erro exato, determine e plote o polinômio de grau 
n = m – 1 = 2, que passa sobre os 3 pontos (xk, yk) definidos pelo método, e 
compare a integração deste polinômio Pm–1(x) com o resultado da integração 
pelo método de Gauss-Legendre.

Solução:
Aplicando diretamente a eq. (8) com a = 1 e b = 6, resulta:

m t(m,k) C(m,k)

3
t1 = -√3/5

t2 = 0
t3 = √3/5

C1 = 5/9
C2 = 8/9
C3 = 5/9
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m  ( , )m kt  ( , )m kC  

3 
1 3 / 5t    

2 0t   

3  3 / 5t   

5
91C   
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5
93C   
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0.155364140978245
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3 1.25140291840679I G   

 1 .25276296849537eI   (Integral Exata   6
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ln 1eI x  ) 
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 [0.50056116736271645]

I ≅ G3 = 1.25140291840679

Ie = 1.25276296849537 (integral exata Ie = ln(1 + x)|6
1

Erro G3 = |G3 – Ie| = 0.00136005042578313 (erro exato da ordem de O(10-3)).

Gráfico 8.6 – Comparativo da função integranda f(x) e da função aproximadora P2(x) 
fixada nos m = 3 pontos definidos no método de Gauss-Legendre

40 
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Grafico 8.6 

( ) 1 / (1 ) função integrandaf x x= +

2 ( ) polinômio interpoladorP x

x

  
Fonte: Elaboração própria.

Se determinarmos o polinômio de grau n = m – 1 = 2, que passa sobre os  
m = 3 pontos (xk, yk), teremos:

P2(x) = 0.5993265993265994 – 0.1548821548821549x + 0.0134680134680135x2

Agora, se integrarmos esse polinômio P2(x) entre a = 1 e b = 6, teremos IP2
: 

IP2 = 

428 
 

 
Fonte: Elaboração própria 

 

Se determinarmos o polinômio de grau 1 2n m   , que passa sobre os 3m   

pontos ( , )k kx y , teremos: 

2
2( ) 0.5993265993265994 0.1548821548821549 0.0134680134680135P x x x    

Agora, se integrarmos esse polinômio 2 ( )P x  entre 1 a   e  6b  , teremos 
2PI :  

2 2 ( ) 
b

P
a

I P x dx 

 
2

6
2

1

(0.5993265993265993 0.1548821548821548 0.0134680134680135 )PI x x dx    

2
1 .25140291806958PI   que é equivalente a 3 1 .25140291806958 G   

 

Observe que a integração efetuada pelo Método de Gauss-Legendre 3G  (eq. 8) tem 

‘exatamente’ o mesmo resultado da integração 
2PI  do polinômio 2 1( )n mP P x  , que 

passa sobre os m  pontos internos utilizados pelo método de Gauss-Legendre. 

 

Considerações sobre o Exemplo 8.8: 

a) Observando a expressão do erro de Gauss-Legendre, comparado com o erro 

do método de Simpson para o mesmo número de chamadas da função, 

notamos que Gauss é mais preciso. 
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Observe que a integração efetuada pelo Método de Gauss-Legendre 3G  (eq. 8) tem 

‘exatamente’ o mesmo resultado da integração 
2PI  do polinômio 2 1( )n mP P x  , que 

passa sobre os m  pontos internos utilizados pelo método de Gauss-Legendre. 

 

Considerações sobre o Exemplo 8.8: 

a) Observando a expressão do erro de Gauss-Legendre, comparado com o erro 

do método de Simpson para o mesmo número de chamadas da função, 

notamos que Gauss é mais preciso. 

 (0.5993265993265993 – 0.1548821548821549x + 0.0134680134680135x2)dx

IP2 
= 1.25140291806958 que é idêntico a G3 = 1.25140291806958
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Observe que a integração efetuada pelo Método de Gauss-Legendre G3  
(eq. 8) tem “exatamente” o mesmo resultado da integração IP2

 do polinômio 
P2 = Pn = m – 1(x), que passa sobre os m pontos internos utilizados pelo método 
de Gauss-Legendre.

Considerações:

a)	 Observando a expressão do erro de Gauss-Legendre, comparado 
com o erro do método de Simpson para o mesmo número de 
chamadas da função, notamos que Gauss-Legendre é mais preciso.

b)	 Pelas suas características, Gauss-Legendre é numericamente mais 
estável do que os métodos de Newton, uma vez que a quantidade 
de parâmetros t(m, k) e C(m, k) é pequena e assim não vai acumular 
arredondamentos.

c)	 Gauss-Legendre não é aplicável se a integranda y = f(x) for uma 
tabela de pontos discretos.

d)	 Gauss-Legendre fornece resultados pobres se y = f(x) possuir 
descontinuidades dentro do intervalo [a, b], como ocorre no 
Exemplo 8.9.

e)	 Gauss-Legendre é de natureza aberta, isto é, a integranda não é ava- 
liada nos extremos a e b. Em decorrência disso, esse método 
pode ser aplicado em integrais impróprias, em que a integranda 
possui descontinuidades nos extremos do intervalo a e/ou b, ou  
a e/ou b podem ser infinito(s), conforme podemos verificar nos 
Exemplos 8.9 e 8.10.

f )	 No(s) caso(s) de extremo(s) com valor(es) infinito(s), teremos:

i) Se apenas um extremo for ∞, 
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b) Pelas suas características, Gauss-Legendre é numericamente mais estável 

do que os métodos de Newton, uma vez que a quantidade de parâmetros 
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pontos discretos. 

d) Gauss-Legendre fornece resultados pobres se ( )y f x  possuir 

descontinuidades em [ , ]a b , como ocorre no Exemplo 8.9. 

e) Gauss-Legendre é de natureza aberta, isto é, a integranda não é avaliada nos 

extremos a  e b . Em decorrência disso, esse método pode ser aplicado em 

integrais impróprias, em que a ( )
b

a

I f x dx   possui descontinuidades em a  

e/ou  b , ou a  e/ou b  podem ser infinito(s), conforme podemos verificar nos 

Exemplos 8.9 e 8.10. 
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i. Se apenas um extremo for  , ( ) 
a

I f x dx


  , aplicaremos a 

transformação de variáveis: 
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1 1 11/    com   [ , )  [ ,0]u auu x x dx du a        , resultando 
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2 2
1/ 0

( ) ( )( ) 
a

a a
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u u
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     , que é uma integral imprópria 

com descontinuidade no extremo 1 0  . O método de Gauss-

Legendre pode ser aplicado como no exemplo anterior. 

ii. Se um extremo for   e o outro for nulo, também poderemos aplicar 

o método subdividindo o intervalo de integração original em duas 

partes, por exemplo: 
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0 0 1

( ) ( ) ( ) f x dx f x dx f x dx
 

   
 

iii. Se os dois extremos forem  , também poderemos subdividir em 2 

partes, recaindo as duas integrais nos casos anteriores: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
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, aplicaremos a 
transformação de variáveis:

u = 1/x ⇒ x = 1/u ⇒ dx = –1/u2 du com [a, ∞) → [1/a , 0] resultando 
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3( ) ( 1)( 2)(1 )f x x −′′ = − − +  4( ) ( 1)( 2)( 3)(1 )f x x −′′′ = − − − + 
(4) 5( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)(1 )f x x −= − − − − +
(4) 5( ) 4!(1 )f x x −= +  (4)

5

24( ) 0.75
(1 1)

f x = =
+
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( )( , ) ( , )
1 1

(( ) 2) (( ) 2)  
m m

m m k k m k k
k k

G b a C f x b a C y
= =

= − = − 
478 

0k =    →  *( , 1) ( 2, 1)(1 ) /n k n ka n n a+ − += −
1: 2k n= −   →   * * *( , 1) ( 2, 1) ( 1, 1 1)(1 ) / (2 1) /n k n k n ka n n a n n a+ − + − − += − + −

1k n= −   →   * *( , 1) ( 1, )(2 1) /n k n ka n n a+ −= −
k n=   →   * *( , 1) ( 1, 1 1)(2 1) /n k n ka n n a+ − + −= −

e ( ,1) ( ,2) ( ,3) ( , 1)
2( ) n

n n n nn na a aP x x x xa += + + + +⋯
479 

1 ( ) (1 )f x x −= + ,  ( ) 2( ) ( 1) 1f x x −′ = − + ,  ( ) 3( ) ( 1)( 2) 1f x x −′′ = − − +

( ) 4( ) ( 1)( 2)( 3) 1f x x −′′′ = − − − +
480 

( ) [
]

5 8* *9 93

5 *9

6 1
0.390090404719087 0.222222222222222

2
                  0.155364140978245

G
−

= +

+
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2

1 1 11 /    com   [ , )  [ , 0]u auu x x dx du a=  =  = − ∞ →  
10

2 2
1/ 0

(1 / ) (1 / )( ) 
a

a a

f u f uf x dx du du
u u

∞

= − =    
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( ) ( ) ( ) 
a

a

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +  

491 
( 1), ,..., ny y y −′ ′′

2y x′ =
492 

2( )y a u′ =  
n  
493 

 ² ²y x y′ = +
( , )y f x y′ =

494 
1 1 1( ) ( , )y x f x y′ =

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )r x y x x y x y x x f x y′= + − = + −          (3) 

2 1 2( )y r x=

, que é uma integral   
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originalmente imprópria, com descontinuidade no extremo, 
mas superada pela mudança de variáveis, 1/∞ = 0. O método de 
Gauss-Legendre pode então ser aplicado como no Exemplo 8.9.

ii) Se um extremo for ∞ e o outro for nulo, também poderemos 
aplicar o método subdividindo o intervalo de integração original 
em duas partes, por exemplo:
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iii) Se os dois extremos forem ∞, também poderemos subdividir  
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209 

Para 10m = : 

( )(2 ) 20 20 12
*(20 1)1

20!( ) 1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+

Para 16m = : 

( )(2 ) (32) 32 25
*(32 1)1

32!( ) 1 ( 1) 3.06325 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+
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( ) ( ) ( ) 
a

a

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +  
498 

( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 

502 

Observe que o termo ( )1 2 3 42 2 6K K K K+ + +  é uma inclinação média ponderada da 

função solução ( )y x , composta por uma inclinação no ponto inicial 1K , duas no 

ponto intermediário, 2K  e 3K , e uma no ponto final 4K  do subintervalo 1[ ,  ]k kx x + . 

523 

* *u dv u v v du= − 

Exemplo 8.9: do cálculo, sabemos que a igualdade 
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Exemplo 8.9: do cálculo, sabemos que a igualdade 
3 2 3

1 1 22 2 2
dx dx dxI

x x x
  

      é 

sempre válida. Efetue essas integrais numericamente por Gauss-Legendre até 7m

e verifique que essa igualdade teórica não é mais verdadeira, devido ao ponto de 

singularidade em 2x   no intervalo [1,  3] . 

Solução: 

Aplicando a eq.(8), resulta: 

m  3

1 2
dx

x  
2 3

1 22 2
dx dx

x x


    

2 3  2.22044604925031 15e   

3 Inf  0  

4 8.88178419700125 16e  7.99360577730113 15e   

5 Inf  8.88178419700125 16e   

6 1.38777878078145 15e   1.77635683940025 15e   

7 Inf    8.88178419700125 16e  

Usando o algoritmo apresentado no Octave, observe que a integral 
3

1 2
dx

x , 

aproximada por Gauss-Legendre, gera valores inconsistentes, conforme o m  

utilizado por conter um ponto de singularidade dentro do intervalo (com m  ímpar 

gera valor infinito para o ponto medio 2x  ). 

Se o ponto de singularidade estiver localizado em algum extremo, como nas 

integrais particionadas, antes e depois da descontinuidade, poderemos aplicar o 

método de Gauss-Legendre e obter um resultado, neste caso exato, já a partir de 

2m . Estas integrações separadas 
2

1 2
dx

x  e 
3

2 2
dx

x  geram valores simétricos, então 

a soma dessas duas partes geram o resultado exato, que é nulo. E podemos 

verificar analiticamente que o valor exato dessa integral é zero pois, em 
2 3

1 2

0
2 2
dx dxI

x x
  

   , a área positiva entre 1a   e 2b   se compensa 

completamente com a área negativa entre 2b   e 3c  . 

 

 

é sempre válida. Efetue numericamente essas duas formas da mesma integral  
por Gauss-Legendre até m = 7 e verifique que essa igualdade teórica não é mais 
verdadeira, devido ao ponto de singularidade em x = 2 no intervalo [1, 3].

Solução:
Aplicando a eq.(8), resulta:

m
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2 3 –2.22044604925031e – 15

3 Inf 0

4 8.88178419700125e – 16 –7.99360577730113e – 15

5 Inf –8.88178419700125e – 16

6 –1.38777878078145e – 15 –1.77635683940025e – 15

7 Inf 8. 88178419700125e – 16
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Usando o algoritmo apresentado no Caderno de Algoritmos, observe que a 

integral 
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, aproximada por Gauss-Legendre, gera valores inconsistentes, 

conforme o m utilizado por conter um ponto de singularidade dentro do 
intervalo. Com m ímpar a integranda gera valor infinito (Inf no Octave) 
exatamente para o ponto medio x = 2.
Se o ponto de singularidade estiver localizado em algum extremo, como nas 
integrais particionadas, antes e depois da descontinuidade, poderemos aplicar 
o método de Gauss-Legendre e obter um resultado, neste caso exato, já a 

partir de m = 2. Estas integrações separadas 
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4 8.88178419700125 16e  7.99360577730113 15e   

5 Inf  8.88178419700125 16e   

6 1.38777878078145 15e   1.77635683940025 15e   

7 Inf    8.88178419700125 16e  

Usando o algoritmo apresentado no Octave, observe que a integral 
3

1 2
dx

x , 

aproximada por Gauss-Legendre, gera valores inconsistentes, conforme o m  

utilizado por conter um ponto de singularidade dentro do intervalo (com m  ímpar 

gera valor infinito para o ponto medio 2x  ). 

Se o ponto de singularidade estiver localizado em algum extremo, como nas 

integrais particionadas, antes e depois da descontinuidade, poderemos aplicar o 

método de Gauss-Legendre e obter um resultado, neste caso exato, já a partir de 

2m . Estas integrações separadas 
2

1 2
dx

x  e 
3

2 2
dx

x  geram valores simétricos, então 

a soma dessas duas partes geram o resultado exato, que é nulo. E podemos 

verificar analiticamente que o valor exato dessa integral é zero pois, em 
2 3

1 2

0
2 2
dx dxI

x x
  

   , a área positiva entre 1a   e 2b   se compensa 

completamente com a área negativa entre 2b   e 3c  . 

 

 geram valores 
simétricos, então a soma dessas duas partes geram o resultado exato, que é 
nulo. E podemos verificar analiticamente que o valor exato dessa integral 

é zero pois, em 

430 
 

 

Exemplo 8.9: do cálculo, sabemos que a igualdade 
3 2 3

1 1 22 2 2
dx dx dxI

x x x
  

      é 

sempre válida. Efetue essas integrais numericamente por Gauss-Legendre até 7m

e verifique que essa igualdade teórica não é mais verdadeira, devido ao ponto de 

singularidade em 2x   no intervalo [1,  3] . 

Solução: 

Aplicando a eq.(8), resulta: 

m  3

1 2
dx

x  
2 3

1 22 2
dx dx

x x


    

2 3  2.22044604925031 15e   

3 Inf  0  

4 8.88178419700125 16e  7.99360577730113 15e   

5 Inf  8.88178419700125 16e   

6 1.38777878078145 15e   1.77635683940025 15e   

7 Inf    8.88178419700125 16e  

Usando o algoritmo apresentado no Octave, observe que a integral 
3

1 2
dx

x , 

aproximada por Gauss-Legendre, gera valores inconsistentes, conforme o m  

utilizado por conter um ponto de singularidade dentro do intervalo (com m  ímpar 

gera valor infinito para o ponto medio 2x  ). 

Se o ponto de singularidade estiver localizado em algum extremo, como nas 

integrais particionadas, antes e depois da descontinuidade, poderemos aplicar o 

método de Gauss-Legendre e obter um resultado, neste caso exato, já a partir de 

2m . Estas integrações separadas 
2

1 2
dx

x  e 
3

2 2
dx

x  geram valores simétricos, então 

a soma dessas duas partes geram o resultado exato, que é nulo. E podemos 

verificar analiticamente que o valor exato dessa integral é zero pois, em 
2 3

1 2

0
2 2
dx dxI

x x
  

   , a área positiva entre 1a   e 2b   se compensa 

completamente com a área negativa entre 2b   e 3c  . 

 

, a área positiva entre a = 1 e b = 2 se 

compensa completamente com a área negativa entre b = 2 e c = 3.

Exemplo 8.10: efetue 
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Exemplo 8.10: efetue 
1

0

ln( ) I x dx   por Gauss-Legendre com 3m   e compare o 

resultado obtido com o valor exato de 1eI   . 

Solução: 

Aplicando a eq. (8) com 3m  , temos: 

0.94767237mG          | 0.94767237 ( 1) | 0.05232763mErro G       

 

Na próxima seção, apresentaremos um método gaussiano de integração, cujo 

propósito específico é a determinação otimizada dos coeficientes das séries 

aproximadoras de funções, usando polinômios de Tchebyschev, conforme vimos no 

Capítulo 6. 

 

8.2.2 Método Gauss-Tchebyshev 
 

A maneira de determinar os parâmetros do método de Gauss-Legendre pode 

ser utilizada para gerar outros métodos de integração com propósitos específicos. 

Por exemplo, para uma integral particular do tipo 
1

2
1

( )
1
f xI dx

x








 , cuja ( )f x  é uma 

função simples e bem comportada, nenhum dos métodos de Newton-Cotes poderá 

ser utilizado devido às decontinuidades em 1 e 1. Já o método de Gauss-Legendre 

poderá não ser eficiente (veja o Exemplo 8.11). Por consequência, vamos propor 

uma integração numérica na forma  

 
1

2
11

( )  ( )
1

m

m j j
j

f x dx GT a f x
x





 


       (10) 

 

Em que, na parte direita da eq. (10) foi usada apenas a parcela bem comportada 

( )f x  da integranda 2( ) 1f x x . Podemos demonstrar que, impondo a condição de 

que a mGT  seja exata para integrar polinômios de grau até 2 1m , resulte os 

seguintes valores para os “pesos” ja  e os “nós” jx  que são as raízes do polinômio 

de Tchebyshev de grau m  LINK Lembramos que as raízes do polinômio de 

Tchebychev de grau m  já foram abordadas no Capítulo 6, quando utilizamos essa 

forma de integração, denominada de método de Gauss-Tchebyshev, para 

 por Gauss-Legendre com m = 3 e compare 

o resultado obtido com o valor exato de Ie = –1.

Solução:
Aplicando a eq. (8) com m = 3, temos:
Gm = –0.94767237 ⇒ Erro Gm =|–0.94767237 –(–1)|=0.05232763

Na próxima seção, apresentaremos um método gaussiano de integração, cujo propósito 
específico é a determinação otimizada dos coeficientes das séries aproximadoras de 
funções, usando polinômios de Tchebychev, conforme vimos no Capítulo 6.
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j
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Em que, na parte direita da eq. (10) foi usada apenas a parcela bem comportada 
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forma de integração, denominada de método de Gauss-Tchebyshev, para 

,  

cuja f(x) é uma função simples e bem comportada, mas nenhum dos métodos 
de Newton-Cotes poderá ser utilizado devido às decontinuidades em –1 e 1.  



485CAPÍTULO 8 – INTEGRAÇÃO NUMÉRICA

Já o método de Gauss-Legendre poderá não ser eficiente (veja o Exem- 
plo 8.11). Por consequência, Gauss propôs uma integração numérica na forma 
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Por exemplo, para uma integral particular do tipo 
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2
1

( )
1
f xI dx

x
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 , cuja ( )f x  é uma 
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1

2
11

( )  ( )
1

m

m j j
j

f x dx GT a f x
x





 

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Em que, na parte direita da eq. (10) foi usada apenas a parcela bem comportada 

( )f x  da integranda 2( ) 1f x x . Podemos demonstrar que, impondo a condição de 

que a mGT  seja exata para integrar polinômios de grau até 2 1m , resulte os 

seguintes valores para os “pesos” ja  e os “nós” jx  que são as raízes do polinômio 

de Tchebyshev de grau m  LINK Lembramos que as raízes do polinômio de 

Tchebychev de grau m  já foram abordadas no Capítulo 6, quando utilizamos essa 

forma de integração, denominada de método de Gauss-Tchebyshev, para 

	
(10)

Em que, na parte direita da eq. (10) foi usada apenas a parcela bem comportada 
f(x) da integranda f(x)/√1 – x2. Podemos demonstrar que, impondo a condição 
de que a GTm seja exata para integrar polinômios de grau até 2m – 1, resulte 
os seguintes valores para os “pesos” aj e os “nós” xj que são as raízes do 
polinômio de Tchebychev de grau m.

aj = π / m
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determinar os coeficientes da série Tchebyshev. FIM DO LINK (VANDERGRAFT, 

1983): 

/ja m  

 2 1
cos ,   1, 2,...,

2j

j
x j m

m


 
   

 
. 

Então  

 
1

2 1
2

m

m
j

j
GT f

m m
 



     
   

        (11) 

 

O erro de truncamento da eq. (11) pode ser estimado por meio da seguinte 

equação: 

(2 )
2 1 ( ),   1 1

(2 )!2
m

m mR f
m
             (12)

 
 

Agora, vamos apresentar um exemplo de integração pelo método de Gauss-

Tchebyshev. 

 

Exemplo 8.11: determine o valor da integral 
1

2
1

 ( )
1

x sen xI dx
x








  por Gauss-Tchebyshev 

e compare-o com os resultados de Gauss-Legendre. Efetue tentativas com m  

crescente até que o resultado atinja a precisão utilizada.  

Solução:  

Aplicando as eq. (11) e (6) para obter respectivamente os valores de mGT   e mG , com 

2,  3 ,....,10m  , resulta:  

m  mGT  mG  

2 1.44313043631812 0.771885702690283 

3 1.38167976999193 0.951800774731612 

4 1.38246439058891 1.05120156898943 

5 1.38245967093080 1.11295823247018 

6 1.38245968742174 1.15516336143599 

7 1.38245968738411 1.18587293446304 

8 1.38245968738417 1.20923821130433 

9 1.38245968738417 1.22762077044289 

10 1.38245968738417 1.24246518890738 

 

Então
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(11)


Lembramos que as raízes do polinômio de Tchebychev de grau m já foram usadas no Capítulo 6,  
quando utilizamos esse método de integração, para determinar os coeficientes da série Tchebychev 
(VANDERGRAFT, 1983).

O erro de truncamento da eq. (11) pode ser estimado por meio da 
seguinte equação:
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Agora, vamos apresentar um exemplo de integração pelo método de Gauss-
Tchebychev.

Exemplo 8.11: determine o valor da integral 
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 por Gauss-

Tchebychev e compare-o com os resultados de Gauss-Legendre. Efetue 
tentativas com m crescente até que o resultado atinja a precisão utilizada. 
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7 1.38245968738411 1.18587293446304 

8 1.38245968738417 1.20923821130433 

9 1.38245968738417 1.22762077044289 

10 1.38245968738417 1.24246518890738 
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determinar os coeficientes da série Tchebyshev. FIM DO LINK (VANDERGRAFT, 

1983): 

/ja m  

 2 1
cos ,   1, 2,...,

2j

j
x j m

m


 
   

 
. 

Então  

 
1

2 1
2

m

m
j

j
GT f

m m
 



     
   

        (11) 

 

O erro de truncamento da eq. (11) pode ser estimado por meio da seguinte 

equação: 

(2 )
2 1 ( ),   1 1

(2 )!2
m

m mR f
m
             (12)

 
 

Agora, vamos apresentar um exemplo de integração pelo método de Gauss-

Tchebyshev. 

 

Exemplo 8.11: determine o valor da integral 
1

2
1

 ( )
1

x sen xI dx
x








  por Gauss-Tchebyshev 

e compare-o com os resultados de Gauss-Legendre. Efetue tentativas com m  

crescente até que o resultado atinja a precisão utilizada.  

Solução:  

Aplicando as eq. (11) e (6) para obter respectivamente os valores de mGT   e mG , com 

2,  3 ,....,10m  , resulta:  

m  mGT  mG  

2 1.44313043631812 0.771885702690283 

3 1.38167976999193 0.951800774731612 

4 1.38246439058891 1.05120156898943 

5 1.38245967093080 1.11295823247018 

6 1.38245968742174 1.15516336143599 

7 1.38245968738411 1.18587293446304 

8 1.38245968738417 1.20923821130433 

9 1.38245968738417 1.22762077044289 

10 1.38245968738417 1.24246518890738 
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Exemplo 8.11: determine o valor da integral 
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1

x sen xI dx
x








  por Gauss-Tchebyshev 

e compare-o com os resultados de Gauss-Legendre. Efetue tentativas com m  

crescente até que o resultado atinja a precisão utilizada.  

Solução:  

Aplicando as eq. (11) e (6) para obter respectivamente os valores de mGT   e mG , com 

2,  3 ,....,10m  , resulta:  

m  mGT  mG  

2 1.44313043631812 0.771885702690283 

3 1.38167976999193 0.951800774731612 

4 1.38246439058891 1.05120156898943 

5 1.38245967093080 1.11295823247018 

6 1.38245968742174 1.15516336143599 

7 1.38245968738411 1.18587293446304 

8 1.38245968738417 1.20923821130433 

9 1.38245968738417 1.22762077044289 

10 1.38245968738417 1.24246518890738 

 



486 CÁLCULO NUMÉRICO COMPUTACIONAL

Solução:
Aplicando as eqs. (11) e (6) para obter, respectivamente, os valores de GTm  
e Gm, com m = 2, 3, ..., 10, resulta:

m GTm Gm

2 1.44313043631812 0.771885702690283

3 1.38167976999193 0.951800774731612

4 1.38246439058891 1.05120156898943

5 1.38245967093080 1.11295823247018

6 1.38245968742174 1.15516336143599

7 1.38245968738411 1.18587293446304

8 1.38245968738417 1.20923821130433

9 1.38245968738417 1.22762077044289

10 1.38245968738417 1.24246518890738

Por Gauss-Tchebychev, aplicamos a eq. (11) apenas à parcela f (x) = x sen(x) 
da função integranda (sem o fator peso 1/√1-x2), pois esta integração GTm já 
considera esse fator). Para essa função, obtemos a convergência da integração 
aproximada com m = 8 “nós”.

Por Gauss-Legendre, utilizamos a função completa, com o fator peso, 
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Por Gauss-Tchebyshev, aplicamos a eq. (11) apenas à parcela ( )  ( )f x x sen x  da 

função integranda (sem o fator peso 21 1 x ), pois esta integração mGT  já 

considera esse fator). Para essa função, obtemos a convergência da integração 

aproximada com 8m   “nós”.  

Por Gauss-Legendre, integramos a função completa, com o fator peso, 

2

 ( )( )
1

x sen xf x
x




, mas os resultados ficam longe da convergência para a solução. 

Mesmo com 10m  , verificamos a ineficiência do método para essa integral com 

descontinuidades em ambas extremidades. Então, a integração por Gauss-

Tchebyshev é a mais adequada, por já considerar esse fator peso com 

descontinuidades nos extremos.  

Em tempo, se a ( )f x  que compõe a integranda possuir singularidades no domínio 

de integração, teremos de usar valores para o m  muito elevados também para a 

integração por Gauss-Tchebyshev. 

 

No Caderno de Algoritmos, você encontra os algoritmos do método dos trapézios, 

de Simpson e de Gauss-Legendre no arquivo Cap8IntegraisTnSnGm.m, e o 

algoritmo do método de Gauss-Tchebychev no arquivo 
Cap8IntegralGaussTchebychev.m. 
 

8.3 Conclusões 

 

Nenhum dos quatro métodos de integração numérica abordados neste 

Capítulo deve ser descartado a priori, pois cada um deles poderá ser o mais 

adequado, conforme o tipo de integranda disponível: 

a) o método dos Trapézios será o mais adequado para funções 

integrandas com gráfico tipo escada; 

b) o método de Simpson é indicado para funções integrandas discretas 

(definidas por tabela de pontos); 

c) o método de Gauss-Legendre é mais eficiente, em geral, para funções 

integrandas com expressão conhecida; e 

d) a integração numérica de Gauss-Tchebyshev tem aplicações específicas 

e deve ser utilizada quando a função integranda já inclui o fator peso 
2( ) 1 1W x x  na sua expressão original, como na determinação de 

, mas os resultados ficam longe da convergência para a 

solução. Mesmo com m = 10, verificamos a ineficiência do método para essa 
integral com descontinuidades em ambas extremidades. Então, a integração 
por Gauss-Tchebychev é a mais adequada, por já considerar esse fator peso 
com descontinuidades nos extremos.

Em tempo, se a f(x) que compõe a integranda possuir singularidades no 
domínio de integração, teremos de usar valores para o m muito elevados 
também para a integração por Gauss-Tchebychev.
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No Caderno de Algoritmos, você encontra os algoritmos do método dos trapézios, 
de Simpson e de Gauss-Legendre no arquivo Cap8IntegraisTnSnGm.m, e o algoritmo 
do método de Gauss-Tchebychev no arquivo Cap8IntegralGaussTchebychev.m.

8.3	 CONCLUSÕES

Nenhum dos quatro métodos de integração numérica abordados neste 
capítulo deve ser descartado a priori, pois cada um deles poderá ser o mais 
adequado, conforme o tipo de integranda disponível:

a)	 o método dos trapézios será o mais adequado para funções integrandas 
com gráfico tipo escada;

b)	 o método de Simpson é indicado para funções integrandas discretas 
(definidas por tabela de pontos);

c)	 o método de Gauss-Legendre é mais eficiente, em geral, para funções 
integrandas com expressão conhecida;

d)	 a integração numérica de Gauss-Tchebychev tem aplicações 
específicas e deve ser utilizada quando a função integranda já inclui 
o fator peso W(x) = 1/ √1 – x2 na sua expressão original, como na 
determinação de coeficientes da série aproximadora de Tchebychev 
utilizada no Capítulo 6; e

e)	 na aplicação do método de Gauss-Legendre, caso se esgote a ta- 
bela de parâmetros t(m, k) e C(m, k) disponível e a precisão desejada 
ainda não tenha sido atingida, poderemos adotar a composição 
de integrais 
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coeficientes da série aproximadora de Tchebyshev utilizada no Capítulo 

6; e 

e) na aplicação do método de Gauss-Legendre, caso se esgote a tabela de 

parametros ( , )m kt  e ( , )m kC  disponível e a precisão desejada ainda não 

tenha sido atingida, poderemos adotar a composição de integrais 
/2

/2
( ) ( ) ( ) 

b b b

a a b
I f x dx f x dx f x dx      para tentar atingir a precisão 

desejada, efetuando essas duas integrais com os m  parâmetros 

disponíveis.  

 

Por fim, também podemos utilizar essa composição de integrais nos métodos 

newtonianos. 

 

Confira se você teve um bom entendimento do que abordamos neste Capítulo 

realizando as atividades propostas no Cardeno de Exercícios e Respostas. Essa 

ação será muito importante para a fixação do conteúdo e para a continuidade dos 

seus estudos. 

 para tentar 
atingir a precisão desejada, efetuando essas duas integrais com os 
m parâmetros disponíveis.

Por fim, também podemos utilizar essa composição de integrais nos 
métodos newtonianos.

Confira se você teve um bom entendimento do que abordamos neste capítulo 
realizando as atividades propostas no Caderno de Exercícios e Respostas. Essa 
ação será muito importante para a fixação do conteúdo e para a continuidade dos 
seus estudos.





CAPÍTULO 9

RESOLUÇÃO  
NUMÉRICA  

DE EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS  

ORDINÁRIAS

OBJETIVOS ESPECÍFICOS DE APRENDIZAGEM

Ao finalizar este capítulo, você será capaz de:
■■ determinar soluções numéricas de equações diferenciais 

ordinárias de 1a ordem (Problemas de Valor Inicial – PVI) 
por métodos de Euler, de Runge-Kutta e de Adams-Bashforth; 

■■ determinar soluções numéricas de PVI de ordem n pelos 
métodos apresentados; 

■■ determinar soluções numéricas de Problemas de Valor 
no Contorno (PVC) pelo método clássico das tentativas 
(shooting) ou pelo método de Newton;

■■ determinar soluções numéricas de PVC com uma ou mais 
condições de contorno desconhecida(s); e 

■■ utilizar os algoritmos disponibilizados.





No Capítulo 3, abordamos a solução numérica de uma equação 
algébrica f(x) = 0 envolvendo uma única variável desconhecida x. Neste 
capítulo, trataremos de soluções numéricas de outros tipos de equações, 
que envolvem a determinação de uma função desconhecida e que ampliam 
a capacidade de modelagem de fenômenos.

Definição 1: uma equação diferencial é toda equação que envolve deri- 
vada(s) de uma função desconhecida y = y(x). Se nessa equação estiverem 
envolvidas derivadas em relação a uma única variável, até a ordem n, ela 
será denominada de Equação Diferencial Ordinária de ordem n, deno- 
tada pela sigla EDO, e genericamente representada por:

                                                    com x ∈ [a, b],	 (1)

em que y = y(x) é uma função desconhecida, y', y'', ..., y(n – 1) são as suas 
respectivas derivadas ordinárias até a ordem (n – 1).


Derivadas ordinárias são em relação a uma única variável. Se as derivadas forem em relação a mais 
de uma variável, teremos derivadas parciais, que geram Equações Diferenciais Parciais, denotadas 
pela sigla EDP.

Definição 2: a solução de uma EDO de ordem n é toda função y = y(x), 
definida em [a, b], que possui as n derivadas ordinárias nesse domínio e 
satisfaz à equação diferencial (1).

Como uma EDO pode ter mais de uma solução, por exemplo, a equação 
y'= x2 possui a família de soluções y(x) = (x3 / 3) + C, em que C é uma cons- 
tante, temos de impor condições adicionais para obter numericamente uma 
solução específica. Tais condições complementares podem ser de dois tipos:
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9 Resolução Numérica de Equações Diferenciais Ordinárias 
 

No Capítulo 3, abordamos a solução numérica de uma equação algébrica 

( ) 0f x   envolvendo uma única variável desconhecida x . Neste Capítulo, 

trataremos de soluções numéricas de outros tipos de equações, que envolvem a 

determinação de uma função desconhecida e que ampliam a capacidade de 

modelagem de fenômenos. 

 

Definição 1: uma equação diferencial é toda equação que envolve uma ou mais 

derivada(s) de uma função desconhecida ( )y y x . Se nessa equação estiverem 

envolvidas derivadas em relação a uma única variável, até a ordem n , ela será 

denominada de equação diferencial ordinária de ordem n , denotada pela sigla 

EDO, e genericamente representada por:  

( ) ( 1)( , , ,..., )n ny f x y y y   com [ , ]x a b ,      (1) 

em que ( )y y x  é uma função desconhecida, ( 1), ,..., ny y y    são as suas respectivas 

derivadas ordinárias até a ordem ( 1)n  . SAIBA MAIS Se as derivadas forem em 

relação a mais de uma variável, teremos derivadas parciais, que geram equações 
diferenciais parciais, denotadas pela sigla EDPs. FIM SAIBA MAIS 

 

Definição 2: a solução de uma EDO de ordem n  é toda função ( )y y x , definida 

em [ , ]a b , que possui as n  derivadas ordinárias nesse domínio e satisfaz à equação 

diferencial (1). 

 

Como uma EDO pode ter mais de uma solução, por exemplo, a equação 
2y x   possui a família de soluções 3( ) ( / 3)y x x C  , em que C  é uma constante, 

temos de impor condições adicionais para obter numericamente uma solução 

específica. Tais condições complementares podem ser de dois tipos: 

a) Na eq. (1), impondo que 1( )y a u , 2( )y a u  , , ( 1) ( )n
ny a u   (condições 

em um único ponto x a ), a EDO é denominada de Problema de Valor 

Inicial (PVI). Por exemplo, o PVI  * ( )y y tg x   , com (0) 1y   e [0,1]x , 

tem solução ( ) cos( )y x x . 



492 CÁLCULO NUMÉRICO COMPUTACIONAL

a)	 Na eq. (1), impondo que y(a) = u1, y'(a) = u2, ...,  y
(n – 1)(a) = un  

(n condições em um único ponto x = a), a EDO é denominada de 
Problema de Valor Inicial (PVI). Por exemplo, o PVI y'= –y * tg(x), 
com y(0) = 1 e x ∈ [0, 1], tem solução y(x) = cos(x).

b)	 Se, além de algumas condições do tipo (a), também forem impostas 
algumas condições na outra extremidade do intervalo, como  
y(b) = v1, y'(b) = v2, ..., y(n – 1)(b) = vn, a EDO será denominada 
de Problema de Valor no Contorno (PVC) (total de condições 
dever ser n).

As equações diferenciais ordinárias são usadas com muita frequência 
na modelação de fenômenos da natureza como a taxa de variação da 
posição x de um móvel em função do tempo t e de sua aceleração a. No 
caso de aceleração a constante, temos o movimento uniformemente variado, 
amplamente conhecido das disciplinas introdutórias de Física, que pode ser 
modelado pelo seguinte PVI de 2a ordem:
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b) Se, além de condições do tipo (a), também forem impostas condições na 

outra extremidade do intervalo, 1( )y b v , 2( )y b v  , , ( 1) ( )n
ny b v  , a 

EDO será denominada de Problema de Valor no Contorno (PVC). 
 

 As equações diferenciais ordinárias são usadas com muita frequência na 

modelação de fenômenos da natureza como a taxa de variação da posição x  de um 

móvel em função do tempo t  e de sua aceleração a . No caso de aceleração a  

constante, temos o movimento uniformemente variado, amplamente conhecido das 

disciplinas introdutórias de Física, que pode ser modelado pelo seguinte PVI de 2ª 

ordem: 
2

2

( )d x t a
dt

 , em que a = aceleração do móvel. 

Condições iniciais: 

0
( 0)dx t v
dt


 , em que 0v = valor da sua velocidade inicial. 

0( 0)x t x  , em que 0x = valor da sua posição inicial. 

 

Nesse caso, obtendo a solução dessa EDO por integração analítica direta, 

resulta: 

 

( )d dx t a
dt dt
   
 

    *
( )dx td a dt

dt
   
      * 1

( )dx t a t C
dt

   

 

Integrando novamente a solução, temos: 

 

* 1( ) ( )dx t a t C dt      * 1( ) ( )dx t a t C dt       2
* *1 2( ) / 2x t a t C t C    

Aplicando as condições iniciais 0( 0)dx t v
dt

   e 0( 0)x t x  , temos a conhecida 

equação do movimento uniformemente variado: 

 
2

* *0 0( ) / 2x t a t v t x    

 

Existem vários métodos analíticos de resolução de equações diferenciais 

, em que a = aceleração do móvel.

Condições iniciais:
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b) Se, além de condições do tipo (a), também forem impostas condições na 

outra extremidade do intervalo, 1( )y b v , 2( )y b v  , , ( 1) ( )n
ny b v  , a 

EDO será denominada de Problema de Valor no Contorno (PVC). 
 

 As equações diferenciais ordinárias são usadas com muita frequência na 

modelação de fenômenos da natureza como a taxa de variação da posição x  de um 

móvel em função do tempo t  e de sua aceleração a . No caso de aceleração a  

constante, temos o movimento uniformemente variado, amplamente conhecido das 

disciplinas introdutórias de Física, que pode ser modelado pelo seguinte PVI de 2ª 

ordem: 
2

2

( )d x t a
dt

 , em que a = aceleração do móvel. 

Condições iniciais: 

0
( 0)dx t v
dt


 , em que 0v = valor da sua velocidade inicial. 

0( 0)x t x  , em que 0x = valor da sua posição inicial. 

 

Nesse caso, obtendo a solução dessa EDO por integração analítica direta, 

resulta: 

 

( )d dx t a
dt dt
   
 

    *
( )dx td a dt

dt
   
      * 1

( )dx t a t C
dt

   

 

Integrando novamente a solução, temos: 

 

* 1( ) ( )dx t a t C dt      * 1( ) ( )dx t a t C dt       2
* *1 2( ) / 2x t a t C t C    

Aplicando as condições iniciais 0( 0)dx t v
dt

   e 0( 0)x t x  , temos a conhecida 

equação do movimento uniformemente variado: 

 
2

* *0 0( ) / 2x t a t v t x    

 

Existem vários métodos analíticos de resolução de equações diferenciais 

, em que v0 = valor da sua velocidade inicial.

x(t = 0) = x0, em que x0 = valor da sua posição inicial.

Nesse caso, obtendo a solução dessa EDO por integração analítica 
direta, resulta:
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b) Se, além de condições do tipo (a), também forem impostas condições na 

outra extremidade do intervalo, 1( )y b v , 2( )y b v  , , ( 1) ( )n
ny b v  , a 

EDO será denominada de Problema de Valor no Contorno (PVC). 
 

 As equações diferenciais ordinárias são usadas com muita frequência na 

modelação de fenômenos da natureza como a taxa de variação da posição x  de um 

móvel em função do tempo t  e de sua aceleração a . No caso de aceleração a  

constante, temos o movimento uniformemente variado, amplamente conhecido das 

disciplinas introdutórias de Física, que pode ser modelado pelo seguinte PVI de 2ª 

ordem: 
2

2

( )d x t a
dt

 , em que a = aceleração do móvel. 

Condições iniciais: 

0
( 0)dx t v
dt


 , em que 0v = valor da sua velocidade inicial. 

0( 0)x t x  , em que 0x = valor da sua posição inicial. 

 

Nesse caso, obtendo a solução dessa EDO por integração analítica direta, 

resulta: 

 

( )d dx t a
dt dt
   
 

    *
( )dx td a dt

dt
   
      * 1

( )dx t a t C
dt

   

 

Integrando novamente a solução, temos: 

 

* 1( ) ( )dx t a t C dt      * 1( ) ( )dx t a t C dt       2
* *1 2( ) / 2x t a t C t C    

Aplicando as condições iniciais 0( 0)dx t v
dt

   e 0( 0)x t x  , temos a conhecida 

equação do movimento uniformemente variado: 

 
2

* *0 0( ) / 2x t a t v t x    

 

Existem vários métodos analíticos de resolução de equações diferenciais 

Integrando novamente a solução, temos:
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b) Se, além de condições do tipo (a), também forem impostas condições na 
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EDO será denominada de Problema de Valor no Contorno (PVC). 
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modelação de fenômenos da natureza como a taxa de variação da posição x  de um 

móvel em função do tempo t  e de sua aceleração a . No caso de aceleração a  
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( )d x t a
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 

    *
( )dx td a dt

dt
   
      * 1

( )dx t a t C
dt

   

 

Integrando novamente a solução, temos: 

 

* 1( ) ( )dx t a t C dt      * 1( ) ( )dx t a t C dt       2
* *1 2( ) / 2x t a t C t C    

Aplicando as condições iniciais 0( 0)dx t v
dt

   e 0( 0)x t x  , temos a conhecida 

equação do movimento uniformemente variado: 

 
2

* *0 0( ) / 2x t a t v t x    

 

Existem vários métodos analíticos de resolução de equações diferenciais 
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 e x(t = 0) = x0, temos a 
conhecida equação do movimento uniformemente variado:
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Existem vários métodos analíticos de resolução de equações diferenciais 
ordinárias, mas na maioria dos casos não é possível representar a solução 
em termos de funções elementares, como no modelo matemático anterior. 
Mesmo uma equação diferencial com aspecto simples como:

y'= x2 + y2

não pode ser resolvida em termos de funções elementares. Nesses casos, 
os métodos numéricos permitem encontrar as funções solução na forma 
discreta e aproximada.

Inicialmente, vamos abordar alguns métodos numéricos para resol- 
ver uma EDO do tipo PVI de 1a ordem com fundamentação teórica no 
desenvolvimento da solução y = y(x) em série de Taylor. Por esse motivo, 
esses métodos são chamados de métodos baseados na série de Taylor.

9.1	 MÉTODO DE EULER SIMPLES

Seja um PVI de 1a ordem:

y'= f(x, y) com x ∈ [a, b] e condição inicial y(x1) = y1	 (2)

em que f(x, y) representa a derivada da função solução y(x).

Suponhamos que a solução exata da equação diferencial (2) seja dada 
por y = y(x), conforme o Gráfico 9.1 a seguir.

Gráfico 9.1 – Representação de uma solução y = y (x) e da reta tangente r1(x) no ponto 
definido pela condição inicial y(x1) = y1
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Fonte: Elaboração própria 

 

Como conhecemos o ponto inicial da solução desejada ( 1x , 1y ), e o 

coeficiente angular 1 1 1( ) ( , )y x f x y   da reta 1( )r x  tangente à essa solução ( )y x  no 

ponto 1 1( , )x y , então podemos obter a expressão algébrica dessa reta: 

 

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )r x y x x y x y x x f x y           (3) 

 

Na Gráfico  9.1,  considerando 2 1( )h x x   como o espaçamento entre os dois 

primeiros valores da variável independente x  e aplicando-o na eq. (3), temos: 

 

*2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y      , em que 2 1x x h  . 

 

Dividindo o domínio [ , ]a b  em n  partes iguais, resulta o passo constante 

( ) /h b a n  ; e generalizando a eq.(3), para todo 1, 2, ,k n , temos: 

 

*1 ( , )k k k ky y h f x y           (4a) 

1k kx x h            (4b) 

 

Fonte: Elaboração própria.
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Como conhecemos o ponto inicial da solução desejada (x1, y1), e o 
coeficiente angular y'(x1)= f(x1, y1) da reta r1(x) tangente à essa solução y(x) 
no ponto (x1, y1), então podemos obter a expressão algébrica dessa reta:

3( ) ( 1)( 2)(1 )f x x −′′ = − − +  4( ) ( 1)( 2)( 3)(1 )f x x −′′′ = − − − + 
(4) 5( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)(1 )f x x −= − − − − +
(4) 5( ) 4!(1 )f x x −= +  (4)

5

24( ) 0.75
(1 1)

f x = =
+

475 

( )( , ) ( , )
1 1

(( ) 2) (( ) 2)  
m m

m m k k m k k
k k

G b a C f x b a C y
= =

= − = − 
478 

0k =    →  *( , 1) ( 2, 1)(1 ) /n k n ka n n a+ − += −
1: 2k n= −   →   * * *( , 1) ( 2, 1) ( 1, 1 1)(1 ) / (2 1) /n k n k n ka n n a n n a+ − + − − += − + −

1k n= −   →   * *( , 1) ( 1, )(2 1) /n k n ka n n a+ −= −
k n=   →   * *( , 1) ( 1, 1 1)(2 1) /n k n ka n n a+ − + −= −

e ( ,1) ( ,2) ( ,3) ( , 1)
2( ) n

n n n nn na a aP x x x xa += + + + +⋯
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1 ( ) (1 )f x x −= + ,  ( ) 2( ) ( 1) 1f x x −′ = − + ,  ( ) 3( ) ( 1)( 2) 1f x x −′′ = − − +

( ) 4( ) ( 1)( 2)( 3) 1f x x −′′′ = − − − +
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( 1), ,..., ny y y −′ ′′

2y x′ =
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2( )y a u′ =  
n  
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 ² ²y x y′ = +
( , )y f x y′ =

494 
1 1 1( ) ( , )y x f x y′ =

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )r x y x x y x y x x f x y′= + − = + −          (3) 

2 1 2( )y r x=
	 (3)

No Gráfico 9.1, considerando h = (x2 – x1) como o espaçamento 
entre os dois primeiros valores da variável independente x e aplicando-o 
na eq. (3), temos y2 = r1(x2):
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Cap. 9 

 

* *1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )r x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (3) 

 

* *2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 

 

Note que * *2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  é o valor da solução ( )y x ,  

Assim sucessivamente, resultando em: 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y=  1kx +  1ky +  

1 0 2 0.000000000 0.125 2.000000000 

2 0.12500 2.000000000 0.125000000 0.250 2.015625000 

3 0.25000 2.015625000 0.234375000 0.375 2.044921875 

4 0.37500 2.044921875 0.330078125 0.500 2.086181641 

5 0.50000 2.086181641 0.413818359 0.625 2.137908936 

6 0.62500 2.137908936 0.487091064 0.750 2.198795319 

7 0.75000 2.198795319 0.551204681 0.875 2.267695904 

8 0.87500 2.267695904 0.607304096 1.000 2.343608916 

9 1.00000 2.343608916       
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, em que x2 = x1 + h.

Dividindo o domínio [a, b] em n partes iguais, resulta o passo constante 
h = (b – a) / n; e generalizando a eq.(3), para todo k = 1, 2, ..., n, temos:
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Fonte: Elaboração própria 
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	 (4b)

Assim, podemos obter n aproximações discretas da solução y = y(x) 
do PVI. Esse é o denominado método de Euler simples.


Esse método é classificado como de passo simples porque cada nova aproximação yk + 1 é calculada 
somente a partir da aproximação anterior yk.

Note que y2 = y1 + h * f(x1, y1) é o valor da solução y(x), em x = x2, 
desenvolvida em série de Taylor em torno de x = x1 e truncada a partir do 
terceiro termo.

Exemplo 9.1: resolva por Euler simples o PVI:

y'= x – y + 2, com y(x = 0) = 2 no domínio [0, 1]

Escolha um valor inicial para o número n de subdivisões do domínio e 
aumente o n até que y(x = 1) tenha erro estimado da ordem de 10–6.
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Solução:

Temos que f(x, y) = x – y + 2 e y(x = 0) = 2.
Tomando n = 8 para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (4), resulta:

441 
 

Assim, podemos obter n  aproximações discretas da solução ( )y y x  do 

PVI. Esse é o denominado método de Euler simples. LINK Esse método é 

classificado como de passo simples porque cada nova aproximação 1ky   é calculada 

somente a partir da aproximação anterior ky . FIMLINK 

Note que *2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y      é o valor da solução ( )y x , 

em 2x x , desenvolvida em série de Taylor em torno de 1x x  e truncada a partir do 

terceiro termo. 

 

Exemplo 9.1: resolva por Euler simples o PVI: 

 

– 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1]  

 

Escolha um valor inicial para o número n  de divisões do domínio e aumente o n  até 

que ( 1)y x   tenha erro estimado da ordem de 610 . 

Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   LINK É recomendável que o h  inicial seja um valor relativamente 

pequeno, como (0.1)h O . FIM LINK para o número de subdivisões e aplicando as 

eqs. (4), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h     

 

1 0x      e     1 2y   

 

2 1x x h     e     *2 1 1 1 ( , )y y h f x y   

2 0 0.125 0.125x       *2 2 0.125 0 2 2 2y       

 

3 2x x h     e     *3 2 2 2 ( , )y y h f x y   

3 0.125 0.125 0.250x       *3 2 0.125 0.125 2 2 2.015625y       

 

Assim sucessivamente, resultando em: 
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Assim sucessivamente, resultando em:  É recomendável que o h inicial seja um valor relativamente pequeno, como h ∼ O(0.1).

Assim, sucessivamente, resultando em:
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Cap. 9 

 

* *1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )r x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (3) 

 

* *2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 

 

Note que * *2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  é o valor da solução ( )y x ,  

Assim sucessivamente, resultando em: 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y=  1kx +  1ky +  

1 0 2 0.000000000 0.125 2.000000000 

2 0.12500 2.000000000 0.125000000 0.250 2.015625000 

3 0.25000 2.015625000 0.234375000 0.375 2.044921875 

4 0.37500 2.044921875 0.330078125 0.500 2.086181641 

5 0.50000 2.086181641 0.413818359 0.625 2.137908936 

6 0.62500 2.137908936 0.487091064 0.750 2.198795319 

7 0.75000 2.198795319 0.551204681 0.875 2.267695904 

8 0.87500 2.267695904 0.607304096 1.000 2.343608916 

9 1.00000 2.343608916       

 

 



496 CÁLCULO NUMÉRICO COMPUTACIONAL

Portanto, para n = 8, y(x = 1) = y9 ≅ 2.343608916.

Qual o erro associado ao último ponto da solução obtida?
Se repetirmos todo o cálculo com o dobro de subdivisões, n = 16, teremos 
um valor aproximado y(x = 1) com erros de truncamento de ordem inferior, 
que pode ser considerado um valor estimativo mais próximo do exato do 
que o valor obtido com n = 8.

Tomando n = 16 divisões do domínio e aplicando as eqs. (4), temos:
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k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y  1kx   1ky   

1 0 2 0.000000000 0.125 2.000000000 
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7 0.75000 2.198795319 0.551204681 0.875 2.267695904 

8 0.87500 2.267695904 0.607304096 1.000 2.343608916 

9 1.00000 2.343608916       

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.343608916y x y   . 

 

Qual o erro associado ao último ponto da solução obtida? 

 

Se repetirmos todo o cálculo com o dobro de subdivisões, 16n  , teremos um valor 

aproximado ( 1)y x   com erros de truncamento de ordem inferior, que pode ser 

considerado um valor estimativo mais próximo do exato do que o valor obtido com 

8n  . 

 

Tomando 16n   divisões do domínio e aplicando as eqs. (4), temos: 

(1 0) /16 0.0625h      

2 0.0625x   e   * *2 1 1 1( , ) 2 0.0625 (0 2 2) 2y y h f x y        

3 0.1250x   e      * *3 2 2 2, 2 0.0625 0.0625 2 2 2.003906250y y h f x y        

Assim sucessivamente, resultando: 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y  1kx   1ky   

1 0 2 0.000000000 0.06250 2.000000000 

2 0.06250 2.000000000 0.062500000 0.12500 2.003906250 

3 0.12500 2.003906250 0.121093750 0.18750 2.011474609 

4 0.18750 2.011474609 0.176025391 0.25000 2.022476196 

5 0.25000 2.022476196 0.227523804 0.31250 2.036696434 

6 0.31250 2.036696434 0.275803566 0.37500 2.053934157 

7 0.37500 2.053934157 0.321065843 0.43750 2.074000772 

8 0.43750 2.074000772 0.363499228 0.50000 2.096719474 

9 0.50000 2.096719474 0.403280526 0.56250 2.121924507 

10 0.56250 2.121924507 0.440575493 0.62500 2.149460475 
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2 0.0625x   e   * *2 1 1 1( , ) 2 0.0625 (0 2 2) 2y y h f x y        

3 0.1250x   e      * *3 2 2 2, 2 0.0625 0.0625 2 2 2.003906250y y h f x y        

Assim sucessivamente, resultando: 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y  1kx   1ky   

1 0 2 0.000000000 0.06250 2.000000000 

2 0.06250 2.000000000 0.062500000 0.12500 2.003906250 

3 0.12500 2.003906250 0.121093750 0.18750 2.011474609 

4 0.18750 2.011474609 0.176025391 0.25000 2.022476196 

5 0.25000 2.022476196 0.227523804 0.31250 2.036696434 

6 0.31250 2.036696434 0.275803566 0.37500 2.053934157 

7 0.37500 2.053934157 0.321065843 0.43750 2.074000772 

8 0.43750 2.074000772 0.363499228 0.50000 2.096719474 

9 0.50000 2.096719474 0.403280526 0.56250 2.121924507 

10 0.56250 2.121924507 0.440575493 0.62500 2.149460475 

e
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3 0.25000 2.015625000 0.234375000 0.375 2.044921875 

4 0.37500 2.044921875 0.330078125 0.500 2.086181641 

5 0.50000 2.086181641 0.413818359 0.625 2.137908936 

6 0.62500 2.137908936 0.487091064 0.750 2.198795319 

7 0.75000 2.198795319 0.551204681 0.875 2.267695904 

8 0.87500 2.267695904 0.607304096 1.000 2.343608916 

9 1.00000 2.343608916       

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.343608916y x y   . 

 

Qual o erro associado ao último ponto da solução obtida? 
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9 0.50000 2.096719474 0.403280526 0.56250 2.121924507 

10 0.56250 2.121924507 0.440575493 0.62500 2.149460475 
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Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.343608916y x y   . 

 

Qual o erro associado ao último ponto da solução obtida? 

 

Se repetirmos todo o cálculo com o dobro de subdivisões, 16n  , teremos um valor 

aproximado ( 1)y x   com erros de truncamento de ordem inferior, que pode ser 

considerado um valor estimativo mais próximo do exato do que o valor obtido com 

8n  . 

 

Tomando 16n   divisões do domínio e aplicando as eqs. (4), temos: 

(1 0) /16 0.0625h      

2 0.0625x   e   * *2 1 1 1( , ) 2 0.0625 (0 2 2) 2y y h f x y        

3 0.1250x   e      * *3 2 2 2, 2 0.0625 0.0625 2 2 2.003906250y y h f x y        

Assim sucessivamente, resultando: 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y  1kx   1ky   

1 0 2 0.000000000 0.06250 2.000000000 

2 0.06250 2.000000000 0.062500000 0.12500 2.003906250 

3 0.12500 2.003906250 0.121093750 0.18750 2.011474609 

4 0.18750 2.011474609 0.176025391 0.25000 2.022476196 

5 0.25000 2.022476196 0.227523804 0.31250 2.036696434 

6 0.31250 2.036696434 0.275803566 0.37500 2.053934157 

7 0.37500 2.053934157 0.321065843 0.43750 2.074000772 

8 0.43750 2.074000772 0.363499228 0.50000 2.096719474 

9 0.50000 2.096719474 0.403280526 0.56250 2.121924507 

10 0.56250 2.121924507 0.440575493 0.62500 2.149460475 

Assim, sucessivamente, resultando:

k xk yk K1 = f(xk, yk) xk + 1 yk + 1

1 0 2 0.000000000 0.06250 2.0000000000

2 0.06250 2.000000000 0.062500000 0.12500 2.003906250

3 0.12500 2.003906250 0.121093750 0.18750 2.011474609

4 0.18750 2.011474609 0.176025391 0.25000 2.022476196

5 0.25000 2.022476196 0.227523804 0.31250 2.036696434

6 0.31250 2.036696434 0.275803566 0.37500 2.053934157

7 0.37500 2.053934157 0.321065843 0.43750 2.074000772

8 0.43750 2.074000772 0.363499228 0.50000 2.096719474

9 0.50000 2.096719474 0.403280526 0.56250 2.121924507

10 0.56250 2.121924507 0.440575493 0.62500 2.149460475
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11 0.62500 2.149460475 0.475539525 0.68750 2.179181695

12 0.68750 2.179181695 0.508318305 0.75000 2.210951589

13 0.75000 2.210951589 0.539048411 0.81250 2.244642115

14 0.81250 2.244642115 0.567857885 0.87500 2.280133233

15 0.87500 2.280133233 0.594866767 0.93750 2.317312406

16 0.93750 2.317312406 0.620187594 1.00000 2.356074130

17 1.00000 2.356074130

Portanto, para n = 16, y(x = 1) = y17 ≅ 2.356074130.

Erro estimado Euler = 

443 
 

 

 

Portanto, para 16n  , 17( 1) 2.356074130y x y   . 

Erro estimado Euler ( 8) ( 16) 6
9 17 0.012465214 10n ny y      . 

 

Esse erro demonstra que a solução ainda está muito distante da precisão requerida. 

Por simulação em computador, teremos de aumentar o n  até 152 32768n    para 

chegar a um erro estimado de 2.8068 06e , que é da ordem de 610 . 

 

A seguir, apresentaremos métodos de maior precisão, para evitar o aumento 

exagerado no número n  LINK Assim como nos métodos de integração numérica de 

funções que vimos no Capítulo 8, esses métodos de passo simples podem acumular 

erros de arredondamento exagerados se n  for muito grande, pois um novo ponto 

depende do anterior. FIM LINK de subdivisões do domínio. 

 

9.2 Métodos de Runge-Kutta 
 

 Os métodos de Runge-Kutta são obtidos tomando mais termos nas séries de 

Taylor para aproximar as soluções dos PVIs. Se forem cancelados os termos que 

contêm derivadas de ordens maiores do que p , o método será considerado de 

ordem p . O método de Euler simples estudado anteriormente é de primeira ordem  

( 1p  ), porque despreza os termos com derivadas de ordem 2 e superiores.  

 

Na sequência, vamos apresentar alguns métodos dessa categoria. 

 

 

9.2.1 Método de Euler Aperfeiçoado 
 
 Exploramos inicialmente um método particular que é o método de Euler 

11 0.62500 2.149460475 0.475539525 0.68750 2.179181695 

12 0.68750 2.179181695 0.508318305 0.75000 2.210951589 

13 0.75000 2.210951589 0.539048411 0.81250 2.244642115 

14 0.81250 2.244642115 0.567857885 0.87500 2.280133233 

15 0.87500 2.280133233 0.594866767 0.93750 2.317312406 

16 0.93750 2.317312406 0.620187594 1.00000 2.356074130 

17 1.00000 2.356074130       

.

Esse erro demonstra que a solução ainda está muito distante da precisão 
requerida. Por simulação em computador, teremos de aumentar o n até 
n = 215 = 32768 para chegar a um erro estimado de 2.8068e – 06, que é da 
ordem de 10–06.

A seguir, apresentaremos métodos de maior precisão, para evitar o aumento exage- 
rado no número n de subdivisões do domínio.


Assim como nos métodos de integração numérica de funções que vimos no Capítulo 8, esses 
métodos de passo simples podem acumular erros de arredondamento exagerados se n for 
muito grande, pois um novo ponto depende do anterior.

9.2	 MÉTODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos de Runge-Kutta são obtidos tomando mais termos nas 
séries de Taylor para aproximar soluções de PVI. Se forem cancelados os 
termos que contêm derivadas de ordens maiores do que p, o método será 
considerado de ordem p. O método de Euler simples estudado anteriormente 
é de primeira ordem (p = 1), porque despreza os termos com derivadas de 
ordem 2 e superiores. 

Na sequência, vamos apresentar alguns métodos dessa categoria.
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	 9.2.1	 Método de Euler aperfeiçoado

Exploramos aqui um método particular que é o método de Euler 
aperfeiçoado, que tem uma interpretação geométrica bastante simples.

Conforme o próprio nome indica, esse método consiste em fazer 
mudanças no método de Euler simples para conseguir um método de 
ordem mais elevada. Graficamente, o método de Euler aperfeiçoado pode 
ser interpretado conforme o Gráfico 9.2.

Gráfico 9.2 – Método de Euler aperfeiçoado com inclinações representadas pelas retas 
rk(x) e rk + 1(x)

444 
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( )kr x  e 1( )kr x  

 
Fonte: Elaboração própria 

 

 No Gráfico 9.2, temos a reta ( )kr x  definida pelo ponto ( , )k kx y  e coeficiente 

angular: 

 '( ) ( , )k k ky x f x y         (6) 

 

com expressão algébrica: 

 

 ( ) ( ) '( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y           (7) 

 

 Assim, aplicando o método de Euler com passo h , determinamos 

 

Fonte: Elaboração própria.

No Gráfico 9.2, temos a reta rk(x) definida pelo ponto (xk, yk) e 
coeficiente angular:

209 
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= = − =
+
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+
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−∞ −∞

= +  
498 

( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 

502 

Observe que o termo ( )1 2 3 42 2 6K K K K+ + +  é uma inclinação média ponderada da 

função solução ( )y x , composta por uma inclinação no ponto inicial 1K , duas no 

ponto intermediário, 2K  e 3K , e uma no ponto final 4K  do subintervalo 1[ ,  ]k kx x + . 

523 

* *u dv u v v du= − 

	 (6)
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com expressão algébrica:
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* *u dv u v v du= − 

	 (7)

Assim, aplicando o método de Euler com passo h, determinamos
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

 e 
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (8)

Com os valores de xk + 1 e de yk + 1, temos a reta rk + 1(x) definida pelo 
ponto (xk + 1, yk + 1) e coeficiente angular:
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (9)

com expressão algébrica:
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (10)

Tomando um novo coeficiente angular como a média aritmética 
simples entre os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova 
reta, de inclinação média entre rk(x) e rk + 1(x) e que também passe pelo 
primeiro ponto (xk, yk), conforme segue,
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (11)

Assim, podemos recalcular o segundo ponto (xk + 1, yk + 1) utilizando 
esse coeficiente angular médio, através de
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (12a)

ou usar apenas os valores do primeiro ponto (xk, yk), resultando:
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 
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 *1 ( , )k k k ky y h f x y    e 1k kx x h         (8) 

 

 Com os valores de 1kx   e de 1ky  , temos a reta 1( )kr x  definida pelo ponto 

1 1( , )k kx y   e coeficiente angular: 

 

1 1 1( ) ( , )k k ky x f x y           (9) 

 

com expressão algébrica: 

 

*1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y            (10) 

 

 Tomando como um novo coeficiente angular a média aritmética simples entre 

os valores dados pelas eqs. (6) e (9), definimos uma nova reta, de inclinação média 

entre ( )kr x  e 1( )kr x  e que também passe pelo ponto ( , )k kx y , conforme segue, 

 

  * 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y         (11) 

 

 Assim, podemos recalcular o segundo ponto 1 1( , )k kx y   utilizando esse 

coeficiente angular médio, através de 

  

  *1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y          (12a) 

 

ou usar apenas os valores do primeiro ponto ( , )k kx y , resultando: 

 

  * *1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y         (12b) 

 

 As eqs.(12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes do 

chamado método de Euler aperfeiçoado, ou modificado. Esse método também é 

conhecido como método de Runge-Kutta de 2ª ordem (RK2) LINK Podemos 

comprovar que sua fórmula equivale à expansão da ( )y x  em série de Taylor até o 

termo com derivada de 2ª ordem ( 2( )O h ) FIM DO LINK. Tradicionalmente a eq. (12b) 

é expressa na literatura, para todo 1, 2, ,k n , na seguinte forma: 

	 (12b)



500 CÁLCULO NUMÉRICO COMPUTACIONAL

As eqs. (12a) e (12b) são as duas expressões algébricas equivalentes 
do chamado método de Euler aperfeiçoado ou modificado. Esse método  
também é conhecido como método de Runge-Kutta de 2a ordem (RK2). 
Tradicionalmente a eq. (12b) é expressa na literatura, para todo k = 1, 2, ..., n,  
na seguinte forma:
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  1 1 2 / 2k ky y h K K           (13a) 

 1k kx x h          (13b) 

em que 

 1 ( , )k kK f x y         (13c) 

 *2 1( , )k kK f x h y h K          (13d) 

 

 Observe que a parcela  1 2 / 2K K  é uma inclinação média da função  

solução ( )y x , considerando apenas as informações disponíveis no ponto inicial de 

cada subintervalo ( , )k kx y . 

 

Exemplo 9.2: resolva, pelo método de Runge-Kutta de 2ª ordem, o PVI do Exemplo 
9.1, isto é, – 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1] . 

 

Solução: 
Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y   *2 1,k kK f x h y h K    1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500 

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910 

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905 

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752 

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211 

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022 

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684 

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244 

9 1.000 2.368933244 
    

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.368933244y x y   . 

Agora, para calcular o erro estimado, com  16,  1 0 /16 0.0625n h    , as eqs. (13) 

fornecem: 

	 (13a)
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9.1, isto é, – 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1] . 

 

Solução: 
Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y   *2 1,k kK f x h y h K    1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500 

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910 

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905 

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752 

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211 

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022 

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684 

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244 

9 1.000 2.368933244 
    

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.368933244y x y   . 

Agora, para calcular o erro estimado, com  16,  1 0 /16 0.0625n h    , as eqs. (13) 

fornecem: 

	 (13b)

em que os K1 e K2 são coeficientes angulares:
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em que 
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Exemplo 9.2: resolva, pelo método de Runge-Kutta de 2ª ordem, o PVI do Exemplo 
9.1, isto é, – 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1] . 

 

Solução: 
Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y   *2 1,k kK f x h y h K    1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500 

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910 

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905 

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752 

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211 

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022 

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684 

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244 

9 1.000 2.368933244 
    

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.368933244y x y   . 

Agora, para calcular o erro estimado, com  16,  1 0 /16 0.0625n h    , as eqs. (13) 

fornecem: 

	 (13c)
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Exemplo 9.2: resolva, pelo método de Runge-Kutta de 2ª ordem, o PVI do Exemplo 
9.1, isto é, – 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1] . 

 

Solução: 
Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y   *2 1,k kK f x h y h K    1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500 

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910 

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905 

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752 

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211 

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022 

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684 

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244 

9 1.000 2.368933244 
    

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.368933244y x y   . 

Agora, para calcular o erro estimado, com  16,  1 0 /16 0.0625n h    , as eqs. (13) 

fornecem: 

	 (13d)


Podemos comprovar que sua fórmula equivale à expansão da y(x) em série de Taylor até o termo com 
derivada de 2a ordem (O(h2)). 

Observe que a parcela (K1 + K2) / 2 é um coeficiente angular médio 
da função solução y(x), considerando apenas as informações disponíveis no 
ponto inicial de cada subintervalo (xk, yk).

Exemplo 9.2: resolva, pelo método de Runge-Kutta de 2a ordem, o PVI  
do Exemplo 9.1, isto é, y'= x – y + 2, com y(x = 0) = 2 no domínio [0, 1].

Solução:
Temos que f(x, y) = x – y + 2 e y(x = 0) = 2.
Tomando n = 8 para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta:
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solução ( )y x , considerando apenas as informações disponíveis no ponto inicial de 

cada subintervalo ( , )k kx y . 

 

Exemplo 9.2: resolva, pelo método de Runge-Kutta de 2ª ordem, o PVI do Exemplo 
9.1, isto é, – 2y x y   , com ( 0) 2y x    no domínio [0,  1] . 

 

Solução: 
Temos que ( , ) – 2f x y x y   e ( 0) 2y x   . 

Tomando 8n   para o número de subdivisões e aplicando as eqs. (13), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

 

k  kx  ky  1 ( , )k kK f x y   *2 1,k kK f x h y h K    1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500 

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910 

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905 

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752 

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211 

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022 

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684 

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244 

9 1.000 2.368933244 
    

 

Portanto, para 8n  , 9( 1) 2.368933244y x y   . 

Agora, para calcular o erro estimado, com  16,  1 0 /16 0.0625n h    , as eqs. (13) 

fornecem: 
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k xk yk K1 = f(xk, yk) K2 = f(xk + h, yk + h * K1) xk + 1 yk + 1

1 0 2 0.000000000 0.125000000 0.125 2.007812500

2 0.125 2.007812500 0.117187500 0.227539063 0.250 2.029357910

3 0.250 2.029357910 0.220642090 0.318061829 0.375 2.063026905

4 0.375 2.063026905 0.311973095 0.397976458 0.500 2.107398752

5 0.500 2.107398752 0.392601248 0.468526092 0.625 2.161219211

6 0.625 2.161219211 0.463780789 0.530808190 0.750 2.223381022

7 0.750 2.223381022 0.526618978 0.585791606 0.875 2.292906684

8 0.875 2.292906684 0.582093316 0.634331652 1.000 2.368933244

9 1.000 2.368933244

Portanto, para n = 8, y(x = 1) = y9 ≅ 2.368933244.
Para calcular o erro estimado, usamos n = 16, h = (1 – 0) / 16 = 0.0625, 
reaplicaremos as eqs. (13) que fornece: y(x = 1) = y17 ≅ 2.368130539.

Erro estimado RK2 = |y9
(n = 8) – y17

(n = 16)| = 8.0271e – 04 > 10–6

Observe que a exatidão almejada ainda não foi obtida com n = 8, 
apesar de a precisão ser bem melhor do que a do método de Euler sim- 
ples. Por simulação em computador, teremos que aumentar n somente até 
n = 27 = 128 para chegarmos a um erro estimado 2.8260e – 06, que é da 
ordem de 10–6. 

Na sequência, vamos apresentar um método ainda mais preciso do que o de Runge-
Kutta de 2a ordem.
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	 9.2.2	 Método de Runge-Kutta de 4ª ordem

O truncamento na série de Taylor representativa da solução y(x), no 
método de Runge-Kutta de 4a ordem, ocorre a partir do termo de 5a ordem 
(O(h5)) e conduz a múltiplas possibilidades de expressões, e a mais popular, 
para todo k = 1, 2, ..., n, é a seguinte:
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 O truncamento na série de Taylor representativa da solução ( )y x , no método 

de Runge-Kutta de 4ª ordem, ocorre a partir do termo de 5ª ordem ( 50( )h ) e conduz 

a múltiplas possibilidades de expressões, e a mais popular, para todo 1, 2, ,k n , é 

a seguinte: 

 

 
 1 1 2 3 42 2 6k ky y h K K K K           (14a) 

 1k kx x h          (14b) 

em que 

 1 ( , )k kK f x y        (14c) 

 2 1( / 2, ( / 2) )k kK f x h y h K          (14d) 

 3 2( / 2, ( / 2) )k kK f x h y h K         (14e) 

 *4 3( , )i iK f x h y h K          (14f) 

 

 Observe que o termo  1 2 3 42 2 6K K K K    é uma inclinação média 

ponderada da função solução ( )y x , considerando uma avaliação no ponto inicial 

1 ( , )k kK f x y , duas no ponto intermediário, 2 1( / 2, ( / 2) )k kK f x h y h K    e 

3 2( / 2, ( / 2) )k kK f x h y h K   , e uma no ponto final *4 3( , )i iK f x h y h K    do 

subintervalo 1[ ,  ]k kx x  .  

 
Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 considerando agora o método de 

Runge-Kutta de 4ª ordem. 

 

Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   com ( 0) 2y x   . 

Tomando inicialmente 8n  , (1– 0) / 8 0.125h   , para o número de subdivisões e 

aplicando as eqs. (14), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

k  kx  ky  1K  2K  3K  4K  1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781 0.125 2.007497152 

2 0.125 2.007497152 0.117502848 0.172658920 0.169211666 0.221351390 0.250 2.028801223 

	 (14a)
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Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 considerando agora o método de 

Runge-Kutta de 4ª ordem. 

 

Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   com ( 0) 2y x   . 

Tomando inicialmente 8n  , (1– 0) / 8 0.125h   , para o número de subdivisões e 

aplicando as eqs. (14), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

k  kx  ky  1K  2K  3K  4K  1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781 0.125 2.007497152 

2 0.125 2.007497152 0.117502848 0.172658920 0.169211666 0.221351390 0.250 2.028801223 

	 (14b)

em que
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 1 1 2 3 42 2 6k ky y h K K K K           (14a) 
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subintervalo 1[ ,  ]k kx x  .  

 
Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 considerando agora o método de 

Runge-Kutta de 4ª ordem. 

 

Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   com ( 0) 2y x   . 

Tomando inicialmente 8n  , (1– 0) / 8 0.125h   , para o número de subdivisões e 

aplicando as eqs. (14), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

k  kx  ky  1K  2K  3K  4K  1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781 0.125 2.007497152 

2 0.125 2.007497152 0.117502848 0.172658920 0.169211666 0.221351390 0.250 2.028801223 

	 (14c)
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3 2( / 2, ( / 2) )k kK f x h y h K   , e uma no ponto final *4 3( , )i iK f x h y h K    do 

subintervalo 1[ ,  ]k kx x  .  

 
Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 considerando agora o método de 

Runge-Kutta de 4ª ordem. 

 

Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   com ( 0) 2y x   . 
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1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781 0.125 2.007497152 

2 0.125 2.007497152 0.117502848 0.172658920 0.169211666 0.221351390 0.250 2.028801223 

	 (14d)
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 O truncamento na série de Taylor representativa da solução ( )y x , no método 

de Runge-Kutta de 4ª ordem, ocorre a partir do termo de 5ª ordem ( 50( )h ) e conduz 

a múltiplas possibilidades de expressões, e a mais popular, para todo 1, 2, ,k n , é 

a seguinte: 
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Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 considerando agora o método de 
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Solução: 

Temos que ( , ) – 2f x y x y   com ( 0) 2y x   . 

Tomando inicialmente 8n  , (1– 0) / 8 0.125h   , para o número de subdivisões e 

aplicando as eqs. (14), resulta: 

 

(1– 0) / 8 0.125h    

k  kx  ky  1K  2K  3K  4K  1kx   1ky   
1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781 0.125 2.007497152 
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Observe que o termo (K1 + 2K2 + 2K3 + K4) / 6 é uma inclinação média 
ponderada da função solução y(x), composta por uma inclinação no ponto 
inicial K1, duas no ponto intermediário, K2 e K3, e uma no ponto final K4 do 
subintervalo [xk, xk + 1].

Exemplo 9.3: resolva o PVI do Exemplo 9.1 usando agora o método de 
Runge-Kutta de 4a ordem.

Solução:
Temos que f(x, y) = x – y + 2 com y(x = 0) = 2.
Tomando inicialmente n = 8, h = (1 – 0) / 8 = 0.125, para o número de 
subdivisões e aplicando as eqs. (14), resulta:

h = (1 – 0) / 8 = 0.125
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k xk yk K1 K2 K3 K4

1 0 2 0.000000000 0.062500000 0.058593750 0.117675781

2 0.125 2.007497152 0.117502848 0.172658920 0.169211666 0.221351390

3 0.250 2.028801223 0.221198777 0.269873854 0.266831661 0.312844820

4 0.375 2.062289861 0.312710139 0.355665755 0.352981029 0.393587511

5 0.500 2.106531345 0.393468655 0.431376864 0.429007601 0.464842705

6 0.625 2.160262184 0.464737816 0.498191703 0.496100835 0.527725212

7 0.750 2.222367353 0.527632647 0.557155607 0.555310422 0.583218845

8 0.875 2.291862843 0.583137157 0.609191084 0.607562714 0.632191817

9 1.000 2.367880272

Portanto, para n = 8, y(x = 1) ≅ y9 = 2.367880272.

Para calcular o erro estimado, usamos n = 16, h = (1 – 0) / 16 = 0.0625, 
reaplicamos as eqs. (14) e obtemos:

y(x = 1) ≅ y17 = 2.367879490.

Erro estimado RK4 = |y9
(n = 8) – y17

(n = 16)| = 7.8147e – 07 < 10–6.

Logo, temos o problema proposto no Exemplo 9.1 resolvido com a pre- 
cisão desejada, O(10–6), em apenas n = 8 subdivisões, usando o método 
de Runge-Kutta de 4a ordem.

Apenas para efeito didático, comparamos a solução numérica e a solução analítica 
exata desse PVI y(x) = (x + 1) + e–x, obtida por meio de fator integrante, na seção 
Complementando... ao final deste capítulo.
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O valor exato de y(x) em x = 1 é 

y (x = 1)

450 
 

desejada, 6(10 )O  , em apenas 8n   subdivisões, usando o método de Runge-Kutta 

de 4ª ordem. 

 

Apenas para efeito didático, comparamos a solução numérica e a solução analítica 

exata do PVI, obtida por meio de fator integrante, ( ) ( 1) xy x x e   , na seção 

Complementando...  ao final deste Capítulo. 

 

O valor exato de y  em 1x   é  

1( 1) (1 1) 2.36787944117144 y x e      

Erros exatos dos valores aproximados por Runge-Kutta de 4ª ordem são: 

 ( 8)
9( 1) 2.36788027192195ny x y         Erro exato de ( 8) 7

*9  8.3075 10ny    

 ( 16)
17( 1) 2.36787949045257ny x y        Erro exato de ( 16) 8

*17 4.9281 10ny     

  

Note que, com 16n  , temos um resultado mais preciso, pois o erro exato com 

16n   é de ordem 10 vezes menor do que o erro com 8n  . 

 

Agora, observe que, com o método de Runge-Kutta de 4ª ordem, e 8n   

subdivisões, temos em ( 1)y x   o Erro estimado de RK4 é 7
*7.8147 10  (obtido 

comparativamente com o resultado de 16n   subdivisões), enquanto o seu erro 

exato, comparando-o com a solução exata, é 7
*8.3075 10 , ou seja, o erro estimado é 

da mesma ordem do erro exato. 

 
Gráfico  9.3 – Resultados aproximados obtidos executando os algoritmos Euler Simples, 

Rung-Kutta de 2ª e 4ª ordem para 8n   para o Exemplo 9.1 
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Note que, com n = 16, temos um resultado mais preciso, pois o erro exato 
com n = 16 é de ordem 10 vezes menor do que o erro com n = 8.

Agora, observe que, com o método de Runge-Kutta de 4a ordem, e n = 8 
subdivisões, temos em y(x = 1) o erro estimado de RK4 é 7.8147 * 10–7 (ob- 
tido comparativamente com o resultado de n = 16 subdivisões), enquanto o 
seu erro exato, comparando-o com a solução exata, é 8.3075 * 10–7, ou seja, 
o erro estimado é da mesma ordem do erro exato.

Gráfico 9.3 – Resultados aproximados obtidos executando os algoritmos Euler Simples, 
Runge-Kutta de 2a e 4a ordem para n = 8 para o Exemplo 9.1
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Grafico 9.3 

Solução ( ) exatay x

Runge-Kutta 4ª ordem

Runge-Kutta 2ª ordem

* Euler

x

  

Fonte: Elaboração própria.
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Perceba, no Gráfico 9.3, que, com essa resolução, os métodos de Runge-
Kutta de 2a e 4a ordem geram praticamente os resultados exatos, tornando 
a visualização da sua diferença praticamente imperceptível.

Par a  v i s u a l i z ar  a s  d i fe re n ç a s  d e  c a d a  u m  d o s  m é t o d o s 
apresentados, usamos o PVI exemplo y' = e–x – x * e–x, y(x = 0) = 0 com  
x ∈ [0, 2] (solução exata y(x) = x * e–x), e o passo h = 1 (passo grande 
para destacar o erro), conforme o Gráfico 9.4. Desse modo, podemos 
observar o comportamento decrescente nos erros com as soluções de 
Euler, de Runge-Kutta de 2a ordem e de 4a ordem, respectivamente.

Gráfico 9.4 – Comparativo entre soluções aproximadas e exata

42 
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Grafico 9.4 

Solução ( ) exatay x
Euler
Runge-Kutta 2ª ordem
Runge-Kutta 4ª ordem

x
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1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )
( , , )

y f x y y
y f x y y

′ =
 ′ =

         (18) 

  

Fonte: Elaboração própria.

Os algoritmos de Euler simples e Runge-Kutta de 2a e 4a ordem estão no Caderno 
de Algoritmos, em <http://sergiopeters.prof.ufsc.br/algoritmos-livro/>, no arquivo 
Cap9exem9.1,9.2,9.3EulerRungeKutta.m (com cálculos dos erros de forma exata 
e estimada, conforme os Exemplos 9.1, 9.2 e 9.3).
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Sobre os métodos de Runge-Kutta de ordem p, concluímos que se 
caracterizam pelas três propriedades a seguir:

a)	 são de passo simples, ou seja, a sua aplicação é autossuficiente, 
não necessitando de correções iterativas ou de outros métodos 
complementares, mas apenas dos valores no ponto inicial de cada 
subintervalo;

b)	 não exigem o cálculo de qualquer derivada da função inclinação 
f(x, y), mas precisam calcular f(x, y) em vários pontos de cada 
subintervalo; 

c)	 a expansão da função solução y(x) diretamente por série de Taylor 
em torno de (xk, yk), que envolve as derivadas de ordem superior 
da função f(x, y) (não apresentada neste livro), gera expressões 
de ordem equivalente às obtidas por Euler, Runge-Kutta de 2a e de 
4a ordem.

Existem outras famílias de métodos numéricos de solução de PVI, 
além dos fundamentados em série de Taylor apresentados neste livro. Por 
exemplo, para o PVI y'= f(x, y) com y(x1) = y1, temos:

453 
 

( , )f x y  (não apresentada neste livro), gera expressões de ordem 

equivalente às obtidas por Euler, Runge-Kutta de 2ª e de 4ª ordem. 

 

 Existem outras famílias de métodos numéricos de solução de PVIs, além dos 

fundamentados em série de Taylor apresentados neste livro. Por exemplo, para o 

PVI  ( , )y f x y   com 1 1( )y x y , temos: 

 ( , )dyy f x y
dx

    ( , )dy f x y dx 
1 1

( , )
k k

k k

x x

x x

dy f x y dx
 

   

Logo, 

 
1

1 ( , )
k

k

x

k k
x

y y f x y dx


           (15) 

 

 Agora, efetuando numericamente a integral 
1

( , )
k

k

x

x

I f x y dx


  , por exemplo, 

pelo método dos trapézios, com um único intervalo, temos: 

 

 
1

1 1( , ) ( , ) ( , )
2

k

k

x

k k k k
x

hI f x y dx f x y f x y


     

 

que, substituída na eq. (15), resulta, 

 

  1 1 1( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y          (16) 

 

 Assim, geramos um método de solução com uma caraterística completamente 

distinta dos já abordados, pois a incógnita 1ky   aparece em ambos os lados da eq. 

(16). Esse tipo de método é denominado de multipassos, pois ele não é 

autoinicializável, isto é, temos que atribuir um valor inicial para o 1ky   da direita da 

eq. (16), conforme fizemos com os métodos iterativos dos Capítulos 2 e 3. Na 

literatura, o leitor encontrará uma família desses métodos desenvolvidos por Adams-

Bashforth que excluem algebricamente os valores de 1ky   da direita da eq. (16). Por 

exemplo, o primeiro método dessa família, proveniente da eq. (16), baseado na 

extrapolação linear de 1ky   a partir dos dois pontos anteriores 1ky   e ky , torna-se  

Logo,
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( , )f x y  (não apresentada neste livro), gera expressões de ordem 

equivalente às obtidas por Euler, Runge-Kutta de 2ª e de 4ª ordem. 

 

 Existem outras famílias de métodos numéricos de solução de PVIs, além dos 

fundamentados em série de Taylor apresentados neste livro. Por exemplo, para o 

PVI  ( , )y f x y   com 1 1( )y x y , temos: 
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dx
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1 1
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k k

k k

x x

x x

dy f x y dx
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1 ( , )
k

k
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k k
x

y y f x y dx

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 Agora, efetuando numericamente a integral 
1

( , )
k

k

x

x

I f x y dx


  , por exemplo, 

pelo método dos trapézios, com um único intervalo, temos: 

 

 
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1 1( , ) ( , ) ( , )
2

k

k

x

k k k k
x

hI f x y dx f x y f x y
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     

 

que, substituída na eq. (15), resulta, 

 

  1 1 1( , ) ( , )
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hy y f x y f x y          (16) 

 

 Assim, geramos um método de solução com uma caraterística completamente 

distinta dos já abordados, pois a incógnita 1ky   aparece em ambos os lados da eq. 

(16). Esse tipo de método é denominado de multipassos, pois ele não é 

autoinicializável, isto é, temos que atribuir um valor inicial para o 1ky   da direita da 

eq. (16), conforme fizemos com os métodos iterativos dos Capítulos 2 e 3. Na 

literatura, o leitor encontrará uma família desses métodos desenvolvidos por Adams-

Bashforth que excluem algebricamente os valores de 1ky   da direita da eq. (16). Por 
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exemplo, pelo método dos trapézios, com um único intervalo, temos:
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  1 1 1( , ) ( , )
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 Assim, geramos um método de solução com uma caraterística completamente 

distinta dos já abordados, pois a incógnita 1ky   aparece em ambos os lados da eq. 

(16). Esse tipo de método é denominado de multipassos, pois ele não é 

autoinicializável, isto é, temos que atribuir um valor inicial para o 1ky   da direita da 

eq. (16), conforme fizemos com os métodos iterativos dos Capítulos 2 e 3. Na 

literatura, o leitor encontrará uma família desses métodos desenvolvidos por Adams-

Bashforth que excluem algebricamente os valores de 1ky   da direita da eq. (16). Por 

exemplo, o primeiro método dessa família, proveniente da eq. (16), baseado na 

extrapolação linear de 1ky   a partir dos dois pontos anteriores 1ky   e ky , torna-se  

	 (16)

Assim, geramos um método de solução com uma caraterística 
completamente distinta dos já abordados, pois a incógnita yk + 1 aparece em 
ambos os lados da eq. (16). Esse tipo de método é denominado de multipassos, 
pois ele não é autoinicializável, isto é, temos que atribuir um valor inicial para 
o yk + 1 da direita da eq. (16), conforme fizemos com os métodos iterativos dos 
Capítulos 2 e 3. Na literatura, o leitor encontrará uma família desses métodos 
desenvolvidos por Adams-Bashforth que substituem algebricamente os va- 
lores de yk + 1 da direita da eq. (16). Por exemplo, o primeiro método dessa 
família, proveniente da eq. (16), baseado na extrapolação linear de yk + 1  
a partir dos dois pontos anteriores yk – 1 e yk, torna-se

*2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 
– 2y x y′ = +
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( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 
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1ky +

1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y+ + + + += + −      (10) 
( )1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y+ += + − +     (11)  

( )1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y+ + += + +      (12a) 
( )*1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y+ = + + + +    (12b) 

500 
1K  e 2K  

– 2y x y′ = +
506 

*e ex xy x− −′ = −
508 

( , )y f x y′ =
509 

( )*1 1 13 ( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y+ − −= + −

510 
1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )
( , , )

y f x y y
y f x y y

′ =
 ′ =
512 

( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =

2y y′=

1 2

2 1 2( , , ) ( , , )
y y y
y y f x y y f x y y

′ ′= =
 ′ ′′ ′= = =

1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

( , , )                 ( )
( , , ) ( , , ) ( )

y f x y y y y x a u
y f x y y f x y y y x a u

′ = = → = =
 ′ = = → = =

24 4 8 16 4y y y x x′′ ′− + = − +
513 

1( ) ( )y x y x=    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x′ ′= =
          1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x′ = =

          1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial) 

2 ( ) ( )y x y x′=    2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x′ ′′ ′= = − + − +  (EDO original) 

           2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x′ = = − + − +

           2 ( 0) ( 0) 1y x y x′= = = =  (condição inicial) 
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  1 1 13 ( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y        2,3, ,k n     (17) 

com erro local da ordem de 3( )O h . A eq. (17) calcula uma solução aproximada a 

partir do terceiro ponto 3y  usando os dois pontos anteriores: o valor inicial 1y  

conhecido e necessitando de um método complementar, de outra família, para gerar 

o valor do segundo ponto 2y . 

 

Exemplo 9.4: resolva o mesmo PVI do Exemplo 9.1 pelo método de Adams-
Bashforth, eq.(17), com 8n  . Use o método de Runge-Kutta de 2ª ordem, eq. (13), 

para obter o segundo ponto 2y . 

Solução: 

Para ( , ) – 2f x y x y  , ( 0) 2y x   , temos:       

k  kx  ky  
1 0 2 

2 0.125 2.00781250000000 

3 0.250 2.02978515625000 

4 0.375 2.06375122070312 

5 0.500 2.10834693908691 

6 0.625 2.16232883930206 

7 0.750 2.22460136562586 

8 0.875 2.29419666202739 

9 1.000 2.37025987324887 

 

 ( 8)
9( 1) 2.37025987324887ny x y     

 

Erro estimado Adams Bashforth 0.00178262689949493  

Erro exato Adams Bashforth        0.00238043207742722 . 

 

Observe que esses erros ficaram na mesma ordem de grandeza dos erros do 

método de Runge-Kutta de 2ª ordem. Porém, Adams-Bashforth com trapézios utiliza 

uma única nova chamada ( , )k kf x y  no ponto anterior LINK 1 1( , )k kf x y   é sempre 

calculado no passo anterior. FIM LINK (que pode ser reaproveitada para o próximo). 

O Runge-Kutta de 2ª ordem utiliza duas chamadas na ( , )f x y  para cada passo. 

 

O Algoritmo de Adams-Bashforth com integração por trapézios está no Caderno de 

2, 3, ..., n
	

(17)

com erro local da ordem de O(h3). A eq. (17) calcula uma solução aproximada 
a partir do terceiro ponto y3 usando os dois pontos anteriores: o valor inicial y1  
conhecido e necessitando de um método complementar, de outra família, 
para gerar o valor do segundo ponto y2.

Exemplo 9.4: resolva o mesmo PVI do Exemplo 9.1 pelo método de Adams-
Bashforth, eq.(17), com n = 8. Use o método de Runge-Kutta de 2a ordem, 
eq. (13), para obter o segundo ponto y2.
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Solução:
Para f(x, y) = x – y + 2, y(x = 0) = 2, temos:

k xk yk

1 0 2

2 0.125 2.00781250000000

3 0.250 2.02978515625000

4 0.375 2.06375122070312

5 0.500 2.10834693908691

6 0.625 2.16232883930206

7 0.750 2.22460136562586

8 0.875 2.29419666202739

9 1.000 2.37025987324887

454 
 

  1 1 13 ( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y        2,3, ,k n     (17) 

com erro local da ordem de 3( )O h . A eq. (17) calcula uma solução aproximada a 

partir do terceiro ponto 3y  usando os dois pontos anteriores: o valor inicial 1y  

conhecido e necessitando de um método complementar, de outra família, para gerar 

o valor do segundo ponto 2y . 

 

Exemplo 9.4: resolva o mesmo PVI do Exemplo 9.1 pelo método de Adams-
Bashforth, eq.(17), com 8n  . Use o método de Runge-Kutta de 2ª ordem, eq. (13), 
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 ( 8)
9( 1) 2.37025987324887ny x y     

 

Erro estimado Adams Bashforth 0.00178262689949493  

Erro exato Adams Bashforth        0.00238043207742722 . 

 

Observe que esses erros ficaram na mesma ordem de grandeza dos erros do 

método de Runge-Kutta de 2ª ordem. Porém, Adams-Bashforth com trapézios utiliza 

uma única nova chamada ( , )k kf x y  no ponto anterior LINK 1 1( , )k kf x y   é sempre 

calculado no passo anterior. FIM LINK (que pode ser reaproveitada para o próximo). 

O Runge-Kutta de 2ª ordem utiliza duas chamadas na ( , )f x y  para cada passo. 

 

O Algoritmo de Adams-Bashforth com integração por trapézios está no Caderno de 

Erro estimado Adams-Bashforth = 0.00178262689949493

Erro exato Adams-Bashforth = 0.00238043207742722.

Observe que esses erros ficaram na mesma ordem de grandeza dos 
erros do método de Runge-Kutta de 2a ordem. Porém, Adams-Bashforth 
com trapézios utiliza uma única nova chamada f(xk, yk) no ponto anterior 
(que pode ser reaproveitada para o próximo). O Runge-Kutta de 2ª ordem 
utiliza duas chamadas na f(x, y) para cada passo.

 f(xk – 1, yk – 1) é sempre calculada e armazenada no passo anterior.
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O Algoritmo de Adams-Bashforth com integração por trapézios está no Caderno de 
Algoritmos no arquivo Cap9exem9.4Adams_BashforthTn.m.

A seguir, vamos abordar a solução numérica de EDO do tipo PVI de ordem superior, 
por meio da sua transformação em um sistema de PVI de primeira ordem.

9.3	 SOLUÇÃO NUMÉRICA DE SISTEMAS DE 
PVI DE 1ª ORDEM E DE PVI DE ORDEM 
SUPERIOR

Nesta seção, vamos estender as expressões dos métodos de solução 
numérica de um PVI de 1a ordem para a solução de um PVI de ordem  
n por meio da solução de um sistema de n PVI de 1a ordem. Sem perda de 
generalidade, vamos apresentar a extensão desses métodos apenas para o 
PVI de ordem n = 2.

Definição 3: um sistema de duas EDO de 1a ordem com x ∈ [a, b] é toda 
expressão do tipo: 

42 
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Grafico 9.4 

Solução ( ) exatay x
Euler
Runge-Kutta 2ª ordem
Runge-Kutta 4ª ordem

x

509 

1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )
( , , )

y f x y y
y f x y y

′ =
 ′ =

         (18) 

  

	
(18)

Na eq. (18), se as condições iniciais y1(x1= a) = u1 e y2(x1= a) = u2 
forem valores conhecidos, teremos um sistema de dois PVI de 1a ordem. 
Para resolver esse sistema, também dividimos o domínio x ∈ [a, b] em n 
partes, de comprimento h = (b – a) / n, e adaptamos, por exemplo, o método 
de Euler simples, eq. (8), para todo k = 1, 2, ..., n, resultando,

455 
 

Algoritmos no arquivo Cap9exem9.4Adams_BashforthTn.m. 

 

A seguir, vamos  abordar a solução numérica de EDOs de ordem superior, por meio 

da sua transformação em um sistema de EDOs de primeira ordem. 

 

 

9.3 Solução Numérica de Sistemas de PVIs de 1ª Ordem e de PVIs de Ordem 
Superior 
 

 Nesta seção, vamos estender as expressões dos métodos de solução 

numérica de um PVI de 1ª ordem para a solução de um PVI de ordem n  por meio da 

solução de um sistema de n  EDOs de 1ª ordem. Sem perda de generalidade, vamos 

apresentar a extensão desses métodos apenas para os PVIs de ordem 2n  . 

 

Definição 3: um sistema de duas EDOs de 1ª ordem com [ , ]x a b  é toda 

expressão do tipo:  

 1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )

( , , )

y f x y y

y f x y y

  


 
        (18) 

 Na eq. (18), se as condições iniciais 1 1 1( )y x a u   e 2 1 2( )y x a u   forem 

valores conhecidos, teremos um sistema de dois PVIs de 1ª ordem. Para resolver 

esse sistema, também dividimos o domínio [ , ]x a b  em n  partes, de comprimento 

( )h b a n  , e adaptamos o método de Euler simples, eq. (8), por exemplo, para 

todo 1, 2, ,k n , resultando, 

 
1, 1 1, 1 1, 2,

2, 1 2, 2 1, 2,

1

( , , )
( , , )

k k k k k

k k k k k

k k

y y f x y y
y y f x y y
x x h







 
  
  

        (19) 

 

 Adaptando o método de Runge-Kutta de 2ª ordem (eq.13) para resolver o 

sistema (18), resulta: 

 

1 1

2 2

1, 1 1, 1 2

2, 1 2, 1 2

1

0.5 ( )

0.5 ( )

f f
k k

f f
k k

k k

y y h K K

y y h K K
x x h







   
   
  

       (20a) 

LINK Os superíndices 1f  e 2f  indicam as funções representativas das EDOs de 1y  e 

	

(19)
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Adaptando o método de Runge-Kutta de 2a ordem (eq. 13) para re- 
solver o sistema (18), resulta:

Adaptando o método de Runge-Kutta de 2ª ordem (eq.13) para resolver o sistema (18), 

resulta: 

 

1 1

2 2
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2, 1 2, 1 2
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k k
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k k

k k

y y h K K

y y h K K
x x h
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+

+

⎧ = + +
⎪⎪ = + +⎨
⎪ = +⎪⎩

       (20a) 

LINK Os superíndices 1f  e 2f  indicam as funções representativas das EDOs de 1y  e 2y , 

respectivamente. FIM LINK 

em que 

 1
1 1 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=  

 2
1 2 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=   

 1 1 2* *2 1 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K= + + +           

(20b) 

 2 1 2* *2 2 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K= + + +  

LINK Note que os valores de 1
1
fK  e 2

1
fK  devem ser calculados antes de calcularmos 1

2
fK  e 

2
2
fK , pois estes últimos dependem de 1

1
fK  e 2

1
fK  FIM LINK 

 Então, para resolver um PVI de segunda ordem: 

 

 ( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =  conhecidos, 

 

)



	

(20a)

 Os superíndices f1 e f2 indicam as funções representativas das EDO de y1 e y2, respectivamente.
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Adaptando o método de Runge-Kutta de 2ª ordem (eq.13) para resolver o sistema (18), 
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 ( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =  conhecidos, 

 



Adaptando o método de Runge-Kutta de 2ª ordem (eq.13) para resolver o sistema (18), 

resulta: 
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LINK Os superíndices 1f  e 2f  indicam as funções representativas das EDOs de 1y  e 2y , 

respectivamente. FIM LINK 

em que 

 1
1 1 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=  

 2
1 2 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=   

 1 1 2* *2 1 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K= + + +           

(20b) 
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2
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2
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fK  e 2

1
fK  FIM LINK 

 Então, para resolver um PVI de segunda ordem: 

 

 ( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =  conhecidos, 

 

	 (20b)

Adaptando o método de Runge-Kutta de 2ª ordem (eq.13) para resolver o sistema (18), 

resulta: 
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       (20a) 

LINK Os superíndices 1f  e 2f  indicam as funções representativas das EDOs de 1y  e 2y , 

respectivamente. FIM LINK 

em que 

 1
1 1 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=  

 2
1 2 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y=   

 1 1 2* *2 1 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K= + + +           

(20b) 

 2 1 2* *2 2 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K= + + +  

LINK Note que os valores de 1
1
fK  e 2

1
fK  devem ser calculados antes de calcularmos 1

2
fK  e 

2
2
fK , pois estes últimos dependem de 1

1
fK  e 2

1
fK  FIM LINK 

 Então, para resolver um PVI de segunda ordem: 

 

 ( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =  conhecidos, 

 

 


Note que os valores de K1

f1 e K1
f2 devem ser calculados antes de calcularmos K2

f1 e K2
f2, pois estes últimos 

dependem de K1
f1 e K1

f2 

Então, para resolver um PVI de 2a ordem, pode-se fazer uma mudança 
de variáveis, por exemplo:

y'' = f(x, y, y') com x ∈ [a, b], y(x1= a) = u1 e y'(x1= a) = u2 conhecidos, 
tomamos uma variável auxiliar y2 = y' e redefinimos a solução como y1 = y 
(para manter a notação de sistema) da seguinte forma:
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2y , respectivamente. FIM LINK 

em que 

 1
1 1 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y  

 2
1 2 1, 2,( , , )f

k k kK f x y y   

 1 1 2* *2 1 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K              (20b) 

 2 1 2* *2 2 1, 1 2, 1( , , )f f f
k k kK f x h y h K y h K     

LINK Note que os valores de 1
1
fK  e 2

1
fK  devem ser calculados antes de calcularmos 

1
2
fK  e 2

2
fK , pois estes últimos dependem de 1

1
fK  e 2

1
fK  FIM LINK 

 Então, para resolver um PVI de segunda ordem: 

 

 ( , , )y f x y y   com [ , ]x a b , 1 1( )y x a u   e 1 2( )y x a u    conhecidos, 

 

tomamos uma variável auxiliar 2y y  e redefinimos a solução como 1y y  (para 

manter a notação de sistema) da seguinte forma: 

 

 1

2

y y
y y


 
         (21) 

  

 Derivando ambas as funções das eqs. (21), o PVI de 2ª ordem torna-se o 

sistema: 

 1 2

2 1 2( , , ) ( , , )

y y y

y y f x y y f x y y

   


    
       (22) 

 

Com 1 1 1( )y x a u   e 2 1 2( )y x a u   conhecidos. Podemos reescrever as eqs. (22), 

como: 

 1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

( , , )                 ( )

( , , ) ( , , ) ( )

y f x y y y y x a u

y f x y y f x y y y x a u

      


     
     (23) 

 

Temos justamente um sistema de duas EDOs de 1ª ordem, como o das eqs. (18), 

que pode ser resolvido numericamente pelas eqs. (19), ou (20), ou por outro método 

adaptado a sistemas, como o Runge-Kutta de 4ª ordem. 

	
(21)
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Derivando ambas as funções das eqs. (21), o PVI de 2a ordem torna-
se o sistema:

*2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 
– 2y x y′ = +

498 
( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 

499 
1ky +

1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y+ + + + += + −      (10) 
( )1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y+ += + − +     (11)  

( )1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y+ + += + +      (12a) 
( )*1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y+ = + + + +    (12b) 

500 
1K  e 2K  

– 2y x y′ = +
506 

*e ex xy x− −′ = −
508 

( , )y f x y′ =
509 

( )*1 1 13 ( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y+ − −= + −

510 
1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )
( , , )

y f x y y
y f x y y

′ =
 ′ =
512 

( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =

2y y′=

1 2

2 1 2( , , ) ( , , )
y y y
y y f x y y f x y y

′ ′= =
 ′ ′′ ′= = =

1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

( , , )                 ( )
( , , ) ( , , ) ( )

y f x y y y y x a u
y f x y y f x y y y x a u

′ = = → = =
 ′ = = → = =

24 4 8 16 4y y y x x′′ ′− + = − +
513 

1( ) ( )y x y x=    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x′ ′= =
          1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x′ = =

          1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial) 

2 ( ) ( )y x y x′=    2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x′ ′′ ′= = − + − +  (EDO original) 

           2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x′ = = − + − +

           2 ( 0) ( 0) 1y x y x′= = = =  (condição inicial) 

	
(22)

Com y1(x1 = a) = u1 e y2(x1= a) = u2 conhecidos, podemos reescrever as 
eqs. (22) como:

*2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 
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1 1 1 2 2 1 1 1
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513 

1( ) ( )y x y x=    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x′ ′= =
          1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x′ = =

          1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial) 

2 ( ) ( )y x y x′=    2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x′ ′′ ′= = − + − +  (EDO original) 

           2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x′ = = − + − +

           2 ( 0) ( 0) 1y x y x′= = = =  (condição inicial) 

	
(23)

Temos justamente um sistema de duas EDO de 1a ordem, como o das  
eqs. (18), que pode ser resolvido numericamente pelas eqs. (19) ou (20), ou 
por outro método adaptado a sistemas, como o Runge-Kutta de 4a ordem.

Na sequência, vamos apresentar um exemplo de solução de PVI de 2a ordem.

Exemplo 9.5: determine a solução do PVI, y''– 4y' + 4y = 8x2 – 16x + 4, com 
x ∈ [0, 1], condições iniciais, y(x = 0) = 0 e y'(x = 0) = 1, e erro máximo 
menor do que 10–6.

Solução:
Com os métodos apresentados, podemos resolver apenas uma EDO de 
1a ordem por vez; então podemos transformar uma EDO de 2a ordem 
em um sistema de duas EDO de 1a ordem. Para EDO de 2a ordem, como 
neste exemplo, redefinimos y(x) e criamos uma variável auxiliar para y'(x), 
conforme segue:
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Na sequência, vamos apresentar um exemplo de solução de PVI de 2ª ordem. 

 

Exemplo 9.5: determine a solução do PVI 24 4 8 16 4y y y x x      , com [0,  1]x , 

condições iniciais, ( 0) 0y x    e ( 0) 1y x   , e erro máximo menor do que 610 . 

Solução: 

Com os métodos apresentados, podemos resolver apenas uma EDO de 1ª ordem 

por vez; então podemos transformar uma EDO de 2ª ordem em um sistema de duas 

EDOs de 1ª ordem. Para EDOs de ordem 2, como neste exemplo, redefinimos ( )y x  

e criamos uma variável auxiliar para '( )y x , conforme segue: 

 

 1

2

( ) ( )
( ) '( )

y x y x
y x y x


 

 

 

Derivamos as duas variáveis auxiliares, 1( )y x  e 2 ( )y x , para gerar duas equações 

diferenciais: 

 1( ) ( )y x y x    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    

          1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

          1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial) 

 

 2 ( ) ( )y x y x    2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          (EDO original) 

           2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

           2 ( 0) ( 0) 1y x y x     (condição inicial) 

 

Resultando duas EDOs de 1ª ordem, para 1( )y x  e 2 ( )y x , com duas condições 

iniciais: 

 
     
     

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

( ) , ,                                          0 0 0

( ) , , 4 4 8 16 4  0 ' 0 1

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x

        


            
 

 

Então, resolvemos as duas EDOs simultaneamente, pois a incógnita 1( )y x  depende 

de 2 ( )y x , e vice-versa, conforme o arquivo Cap9exem9.5sist2PVI.m do Caderno 
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Derivamos as duas variáveis auxiliares, y1(x) e y2(x), para gerar duas equações 
diferenciais:

219 

484 
0.94767237mG = −        | 0.94767237 ( 1) | 0.05232763mErro G = − − − =

505   Grafico 9.4 –
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                 2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x′ = = − + − +

                 2 ( 0) ( 0) 1y x y x′= = = =  (condição inicial) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 
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( )*1 ( , ) ( , ( , ) / 2k k k k k k k ky y h f x y f x h y h f x y+ = + + + +    (12b) 
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2y y′=

1 2

2 1 2( , , ) ( , , )
y y y
y y f x y y f x y y
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1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

( , , )                 ( )
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y f x y y y y x a u
y f x y y f x y y y x a u

′ = = → = =
 ′ = = → = =

24 4 8 16 4y y y x x′′ ′− + = − +
513 

1( ) ( )y x y x=    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x′ ′= =
          1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x′ = =

          1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial) 

2 ( ) ( )y x y x′=    2
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 (condição inicial)

*2 1 2 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , )y y x x f x y y h f x y= + − = +  , em que 2 1x x h= + . 
– 2y x y′ = +
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( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 
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1ky +

1 1 1 1 1( ) ( ) ( , )k k k k kr x y x x f x y+ + + + += + −      (10) 
( )1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) / 2k k k k k k kr x y x x f x y f x y+ += + − +     (11)  

( )1 1 1( , ) ( , ) / 2k k k k k ky y h f x y f x y+ + += + +      (12a) 
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500 
1K  e 2K  

– 2y x y′ = +
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*e ex xy x− −′ = −
508 

( , )y f x y′ =
509 

( )*1 1 13 ( , ) ( , )
2k k k k k k
hy y f x y f x y+ − −= + −
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1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )
( , , )

y f x y y
y f x y y

′ =
 ′ =
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( , , )y f x y y′′ ′=  com [ , ]x a b∈ , 1 1( )y x a u= =  e 1 2( )y x a u′ = =

2y y′=

1 2

2 1 2( , , ) ( , , )
y y y
y y f x y y f x y y

′ ′= =
 ′ ′′ ′= = =

1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 1 2 2 1 2

( , , )                 ( )
( , , ) ( , , ) ( )

y f x y y y y x a u
y f x y y f x y y y x a u

′ = = → = =
 ′ = = → = =

24 4 8 16 4y y y x x′′ ′− + = − +
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Resultando duas EDO de 1a ordem, para y1(x) e y2(x), com duas condições 
iniciais:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

( ) , ,                                        0 0 0

( ) , , 4 4 8 16 4  0 0 1

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x

′ = =  = = = =


′ ′= = − + − +  = = = =
~ 
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( , , )y f x y y′′ ′=

516 
( , , )y f x y y′′ ′=

( )y a′
a) 2 ( ) ( )y a y a C′= =
b)  
c) ( )Z C representa o cálculo de 1( )y x b= , correspondente ao alvo atingido, em 

função de uma condição inicial atribuída (mira) 2 ( )y x a C= =  por meio da solução 
numérica do respectivo sistema de PVIs. 
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24 4 8 16 4y y y x x′′ ′− + = − +

( 0)y x C′ = =

1( ) ( )y x y x=    1 2( ) ( ) ( )y x y x y x′ ′= =  (própria solução ( )y x ) 
  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x′ = =

  1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial conhecida) 

2 ( ) ( )y x y x′=    2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x′ ′′ ′= = − + − +  ( y′′  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x′ = = − + − +

  2( 0) ( 0)y x y x C′= = = =

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                        0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

′ = =  = = = =
 ′ ′= = − + − +  = = = =
518/519 
Para 2 1( 0) ( 0)y x y x C′= = = = , obtemos  1 1( 1) ( 1)y x y x D= = = = . 
Para 2 2( 0) ( 0)y x y x C′= = = = , obtemos  1 2( 1) ( 1)y x y x D= = = = . 
Para 2 ( 0) ( 0) ?y x y x C′= = = = = , obter 1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x D= = = = = . 
523 

– 2y x y′ = +
2y y x′ + = +

Se ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )d u x y x dy xu x y x
dx dx

= + du(x)
dx

For  igual a             ( )( ) ( )dy xu x y x
dx

+ u(x)

524 
Substituindo o nosso fator integrante ( )u x , temos:  

*
* *

( ( ))( )  
x

x x xdy dy dy d e y xy u x y e e e y
dx dx dx dx
   + = + = + =   
   

  

assim podemos trocar o termo 

           xdy y e
dx
 + 
 

 por *( ( ))xd e y x
dx

  

Então, resolvemos as duas EDO simultaneamente, pois a incógnita y1(x) 
depende de y2(x), e vice-versa, conforme o arquivo Cap9exem9.5sist2PVI.m 
do Caderno de Algoritmos.

A seguir estão os resultados obtidos para n = 43, de forma que o erro má- 
ximo seja menor do que 10–6.

k t y1 y2

1 0.00000 0.00000 1.0000

2 0.02326 0.02544 1.1894

3 0.04651 0.05537 1.3856

4 0.06977 0.08995 1.5892

5 0.09302 0.12935 1.8007
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de Algoritmos. 

 

Na tabela estão os resultados obtidos para 43n  , de forma que o erro máximo seja 

menor do que 610 . 

k  t  
1y  2y  

1    0.00000    0.00000     1.0000 
2    0.02326    0.02544     1.1894 
3    0.04651    0.05537     1.3856 
4    0.06977    0.08995     1.5892 
5    0.09302    0.12935     1.8007 
    

41    0.95349    8.23783    23.3858 
42    0.97674    8.79728    24.7387 
43    1.00000    9.38906    26.1672 

 

Erro máximo de 1y y : 
Erro Exato máximo em todo [0,  1]x   é 9.28874230865517 07e  
Erro Exato máximo       em 1x           é  9.28874230865517 07e  
Erro estimado máximo em 1x            é 8.69081802079563 07e . 
 

Gráfico  9.5 – Gráfico da solução discreta 1( )y x  obtida por Runge-Kutta de 4ª ordem 

marcada com * e a solução exata ( )y x , em linha contínua 

 
Fonte: Elaboração própria 

 

Acompanhe agora uma introdução à solução numérica de problemas com valor no 

41 0.95349 8.23783 23.3858

42 0.97674 8.79728 24.7387

43 1.00000 9.38906 26.1672

Erro máximo de y = y1:
Erro exato máximo em todo x ∈ [0, 1] é 9.28874230865517e – 07
Erro exato máximo em x = 1 é 9.28874230865517e – 07
Erro estimado máximo em x = 1 é 8.69081802079563e – 07.

Gráfico 9.5 – Gráfico da solução discreta y1(x) obtida por Runge-Kutta de 4a ordem 
marcada com * e a solução exata y(x), em linha contínua

43 
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Grafico 9.5 

x
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... 1( )y a v=  e ...
  

Fonte: Elaboração própria.

Acompanhe agora uma introdução à solução numérica de EDO do tipo Problema 
com Valor no Contorno (PVC).

y
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9.4	 SOLUÇÃO NUMÉRICA DE EDO COM 
PROBLEMA DE VALOR NO CONTORNO (PVC)

Para uma EDO de ordem n > 1, se o valor da sua solução y(x), ou de 
alguma(s) de suas derivadas até ordem n – 1, for conhecido em mais de um 
ponto do domínio [a, b], normalmente nos extremos deste intervalo, ela 
será denominada de Problema de Valor no Contorno (PVC) e sua solução 
não poderá ser obtida diretamente por meio dos métodos de resolução 
de PVI. Por exemplo, para uma EDO de ordem n = 2, y'' = f(x, y, y') com 
domínio x ∈ [a, b], a especificação dos valores conhecidos nos extremos 
pode ser sintetizada pelo sistema:
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contorno (PVCs). 

 

9.4 Solução Numérica de EDOs com Problema de Valor no Contorno (PVC) 
 

 

 Para uma EDO de ordem 1n  , se o valor da sua solução ( )y x , ou de 

alguma(s) de suas derivadas até ordem 1n , for conhecido em mais de um ponto do 

domínio [ , ]a b , normalmente nos extremos deste intervalo, ela será denominada de 

Problema de Valor no Contorno (PVC) e sua solução não poderá ser obtida 

diretamente por meio dos métodos de resolução de PVIs. Por exemplo, para uma 

EDO de ordem 2n  , ( , , )y f x y y   com domínio [ , ]x a b , a especificação dos 

valores conhecidos nos extremos pode ser sintetizada pelo sistema: 

 

 1 1 1

2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

y a y a v
y b y b v

 
 

 
  

 

 

em que i , i  e iv , com 1, 2i  , são constantes Reais conhecidas, bem como os i  

e i  não podem ser simultaneamente nulos. 

 

 Os métodos de solução de PVCs podem ser agrupados na categoria dos 

fundamentados nas diferenças finitas, nos quais as derivadas envolvidas na EDO 

são aproximadas numericamente por operadores de diferenças, gerando sistemas 

de equações algébricas cuja solução fornece aproximações discretas da solução do 

PVC, conforme (FAIRES; BURDEN, 2011). Uma segunda maneira de resolver um 

PVC consiste em determinar a condição inicial desconhecida por meio de uma 

função entre esta condição inicial desconhecida e a condição de contorno 

conhecida, conforme desenvolveremos a seguir. 

 

9.4.1 Métodos de Determinação de uma Condição Inicial em Função de uma 
Condição de Contorno 
 

 Para o PVC ( , , )y f x y y  , [ , ]x a b  com condições de contorno 1( )y a v  e 

( )y b D  conhecidos, a ideia é tentar adivinhar um valor inicial C  para o ( )y a  

em que ai, bi e vi, com i = 2, são constantes Reais conhecidas, bem como  
os ai e bi não podem ser simultaneamente nulos.

Os métodos de solução de PVC podem ser agrupados na categoria 
dos fundamentados nas diferenças finitas, nos quais as derivadas 
envolvidas na EDO são aproximadas numericamente por operadores 
de diferenças, gerando sistemas de equações algébricas cuja solução 
fornece aproximações discretas da solução do PVC, conforme (FAIRES; 
BURDEN, 2011). Uma segunda maneira de resolver um PVC consiste em 
determinar a condição inicial desconhecida por meio de uma função entre 
esta condição inicial desconhecida e a condição de contorno conhecida, 
conforme desenvolveremos a seguir.
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9.4.1	 Métodos de determinação de uma condição 
inicial em função de uma condição de 
contorno

Para o PVC y'' = f(x, y, y'), x ∈ [a, b] com condições de contorno  
y(a) = v1 e y(b) = D conhecidos, a ideia é tentar adivinhar um valor inicial 
C para o y'(a) desconhecido do PVI a seguir,
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desconhecido do PVI a seguir, 

 

 ( , , )y f x y y  , [ , ]x a b  com  

 1 1( ) ( )y a y a v   e  

 2( ) ( ) ?y a y a C     

 

de modo que, depois de resolvido esse PVI, pelos métodos abordados na seção 

anterior, a partir das condições iniciais (CI) atribuidas, possamos atingir a condição 

de contorno (CC) ( )y b D  conhecida. É o mesmo que determinar C  da equação 

( ) ( ) 0erro C C D    , em que:  

a) 1( ) ( ) ( )y b y b C    é o alvo atingido pela solução numérica da EDO, 

obtida a partir de 1 1( ) ( )y a y a v   e 2 ( ) ( )y a y a C  ; 

b) 1( ) ( )y b y b D   é o alvo correto; e 

c) ( )Z C  representa o cálculo da condicão de contorno 1( )y x b , 

correspondente ao alvo atingido, em função de uma condição inicial 

atribuída (mira) 2 ( )y x a C   por meio da solução numérica do 

respectivo sistema de PVIs. 

 No Exemplo 9.6 a seguir, vamos obter a solução de um PVC de 2ª ordem 

aplicando o chamado shooting method, com o qual calculamos a condição inicial 

(mira) 2 ( 0)y x C   por meio de correções baseadas no valor da condição de 

contorno conhecida (alvo) 1( 1)y x D  . Por isso, esse método de tentativas é 

chamado de shooting (tiro). Alternativamente, vamos determinar diretamente a raiz 

C  da equação do erro entre o alvo atingido e o alvo correto, ( ) ( ) 0erro C Z C D   , 

pelo método de Newton com derivadas numéricas (secante). 

 

Exemplo 9.6: determine a solução ( )y x  da EDO de 2ª ordem 
24 4 8 16 4y y y x x      , com as duas condições de contorno, ( 0) 0y x    e 

( 1) 9.389056098930666y x   , com erro máximo da ordem 610 . Use o shooting 

method e o método de Newton numérico para determinar a condição inicial 

desconhecida ( 0)y x C   . 

Solução: 

Para essa EDO de 2ª ordem, definimos as variáveis auxiliares, conforme segue: 

 com
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 e 
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desconhecido do PVI a seguir, 

 

 ( , , )y f x y y  , [ , ]x a b  com  

 1 1( ) ( )y a y a v   e  

 2( ) ( ) ?y a y a C     

 

de modo que, depois de resolvido esse PVI, pelos métodos abordados na seção 

anterior, a partir das condições iniciais (CI) atribuidas, possamos atingir a condição 

de contorno (CC) ( )y b D  conhecida. É o mesmo que determinar C  da equação 

( ) ( ) 0erro C C D    , em que:  

a) 1( ) ( ) ( )y b y b C    é o alvo atingido pela solução numérica da EDO, 

obtida a partir de 1 1( ) ( )y a y a v   e 2 ( ) ( )y a y a C  ; 

b) 1( ) ( )y b y b D   é o alvo correto; e 

c) ( )Z C  representa o cálculo da condicão de contorno 1( )y x b , 

correspondente ao alvo atingido, em função de uma condição inicial 

atribuída (mira) 2 ( )y x a C   por meio da solução numérica do 

respectivo sistema de PVIs. 

 No Exemplo 9.6 a seguir, vamos obter a solução de um PVC de 2ª ordem 

aplicando o chamado shooting method, com o qual calculamos a condição inicial 

(mira) 2 ( 0)y x C   por meio de correções baseadas no valor da condição de 

contorno conhecida (alvo) 1( 1)y x D  . Por isso, esse método de tentativas é 

chamado de shooting (tiro). Alternativamente, vamos determinar diretamente a raiz 

C  da equação do erro entre o alvo atingido e o alvo correto, ( ) ( ) 0erro C Z C D   , 

pelo método de Newton com derivadas numéricas (secante). 

 

Exemplo 9.6: determine a solução ( )y x  da EDO de 2ª ordem 
24 4 8 16 4y y y x x      , com as duas condições de contorno, ( 0) 0y x    e 

( 1) 9.389056098930666y x   , com erro máximo da ordem 610 . Use o shooting 

method e o método de Newton numérico para determinar a condição inicial 

desconhecida ( 0)y x C   . 

Solução: 

Para essa EDO de 2ª ordem, definimos as variáveis auxiliares, conforme segue: 

de modo que, depois de resolvido esse PVI, pelos métodos abordados na 
seção anterior, a partir das condições iniciais (CI) atribuídas, C, possamos 
atingir a condição de contorno (CC), y(b) = D, conhecida. É o mesmo que 
determinar C da equação erro(C) = Z(C) – D = 0, em que:

a)	  y1(b) = y(b) = Z(C) é o alvo atingido pela solução numérica da 
EDO, obtida a partir de y(a) = y1(a) = v1 e y2(a) = y'(a) = C;

b)	  y1(b) = y(b) = D é o alvo (condição de contorno); e

c)	  Z(C) representa o cálculo de y1(x = b), correspondente ao alvo 
atingido, em função de uma condição inicial atribuída (mira),  
y2(x = a) = C, por meio da solução numérica do respectivo sistema 
de PVI.

No Exemplo 9.6 a seguir, vamos obter a solução de um PVC de  
2a ordem aplicando o chamado shooting method, com o qual calculamos a 
condição inicial (mira) y2(x = 0) = C por meio de correções baseadas no 
valor da condição de contorno conhecida (alvo) y1(x = 1) = D. Por isso, esse 
método de tentativas é chamado de shooting (tiro). Alternativamente, va- 
mos determinar diretamente a raiz C da equação do erro entre o alvo 
atingido e o alvo correto, erro(C) = Z(C) – D = 0, pelo método de Newton 
com derivadas numéricas (secante).
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Exemplo 9.6:  d e te r m i n e  a  s olu ç ã o  y(x)  d a  E D O  d e  2 a ord e m  
y''– 4y' + 4y = 8x2 – 16x + 4, com as duas condições de contorno, y(x = 0) = 0 e  
y(x = 1) = 9.389056098930666, com erro máximo da ordem 10–6. Use o 
shooting method e o método de Newton numérico para determinar a condição 
inicial desconhecida y'(x = 0) = C.

Solução:
Para essa EDO de 2a ordem, definimos as variáveis auxiliares, conforme segue:
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          ( y  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 

 (própria solução y(x))
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          ( y  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          ( y  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 

 (condição inicial conhecida)
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          ( y  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
2 ( ) ( ) 4 4 8 16 4y x y x y y x x          ( y  é a própria EDO) 

  2
2 2 1 2 2 1( ) ( , , ) 4 4 8 16 4y x z x y y y y x x         

  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 

 (y'' é a própria EDO)
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1( ) ( )y x y x     1 2( ) ( ) ( )y x y x y x    (própria solução ( )y x ) 

  1 1 1 2 2( ) ( , , ) ( )y x z x y y y x    

  1( 0) ( 0) 0y x y x     (condição inicial conhecida) 

 

2 ( ) ( )y x y x     2
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  2 ( 0) ( 0)y x y x C     

Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 

 

       
       

1 1 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2

, ,                                           0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 ' 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

        


            
 

 

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 
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Em que C  é uma condição inicial de valor desconhecido. 

 

Resultam então duas EDOs de 1ª ordem que precisam de duas condições iniciais: 
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Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para 2 ( 0)y x   

desconhecida, denominada de C , pois já conhecemos o valor da condição de 

contorno no outro extremo do domínio de cálculo, 

1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x    , que será denominada de D . 

 

Determinando C  pelo shooting method 

 

Vamos atribuir dois valores estimados para C  (miras), resolver duas vezes as EDOs 

e obter dois valores finais para 1( 1)y x   em 1x   (alvos atingidos) que, inicialmente, 

estarão errados, pois o valor correto em 1x   é conhecido, 

1( 1) 9.389056098930666y x D    (alvo correto). 

Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, como 

se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 1C  e 2C ; 

resolvemos as equações entre o ponto inicial a  e o ponto final b ; e determinamos 

dois resultados para os alvos 1( 1)y x   atingidos no outro extremo b  (contorno), 

denominados como 1D  e 2D , cujo valor correto é o alvo com o valor D  da condição 

de contorno conhecida em b , conforme o Gráfico 9.6. 
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Em que C é uma condição inicial de valor desconhecido.

Resultam então duas EDO de 1a ordem que precisam de duas condições 
iniciais:

( ) ( ) ( )
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1 1 1 2 2 1
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2 2 1 2 2 1 2

( ) , ,                                        0 0 0

( ) , , 4 4 8 16 4  0 0 1

y x z x y y y y x y x
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~ 
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( , , )y f x y y′′ ′=
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( , , )y f x y y′′ ′=

( )y a′
a) 2 ( ) ( )y a y a C′= =
b)  
c) ( )Z C representa o cálculo de 1( )y x b= , correspondente ao alvo atingido, em 

função de uma condição inicial atribuída (mira) 2 ( )y x a C= =  por meio da solução 
numérica do respectivo sistema de PVIs. 
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  1( 0) ( 0) 0y x y x= = = =  (condição inicial conhecida) 
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, ,                                        0 0 0

, , 4 4 8 16 4   0 0

y x z x y y y y x y x

y x z x y y y y x x y x y x C

′ = =  = = = =
 ′ ′= = − + − +  = = = =
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Para 2 1( 0) ( 0)y x y x C′= = = = , obtemos  1 1( 1) ( 1)y x y x D= = = = . 
Para 2 2( 0) ( 0)y x y x C′= = = = , obtemos  1 2( 1) ( 1)y x y x D= = = = . 
Para 2 ( 0) ( 0) ?y x y x C′= = = = = , obter 1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x D= = = = = . 
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– 2y x y′ = +
2y y x′ + = +

Se ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )d u x y x dy xu x y x
dx dx

= + du(x)
dx

For  igual a             ( )( ) ( )dy xu x y x
dx

+ u(x)
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Substituindo o nosso fator integrante ( )u x , temos:  

*
* *

( ( ))( )  
x

x x xdy dy dy d e y xy u x y e e e y
dx dx dx dx
   + = + = + =   
   

  

assim podemos trocar o termo 

           xdy y e
dx
 + 
 

 por *( ( ))xd e y x
dx

  

Agora precisamos determinar primeiro a condição inicial para y2(x = 0) 
desconhecida, denominada de C, e já conhecemos o valor da condição de 
contorno no outro extremo do domínio de cálculo, y1(x = 1) = y(x = 1)  
= 9.389056098930666, que será denominada de D.
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Determinando C pelo shooting method

Vamos atribuir dois valores estimados para C (miras), resolver duas vezes 
as EDO e obter dois valores finais para y1(x = 1) em x = 1 (alvos atingidos) 
que, inicialmente, estarão errados, pois o valor correto em x = 1 é conhecido, 
y1(x = 1) = D = 9.389056098930666 (alvo).
Então, nesse método, consideramos estimativas da condição inicial ausente, 
como se fossem miras de tiro; atribuímos dois valores iniciais de miras, 
C1 e C2; resolvemos as equações entre o ponto inicial a e o ponto final b; e 
determinamos dois resultados para os alvos y1(x = 1) atingidos no outro 
extremo b (contorno), denominados como D1 e D2, cujo valor correto é o 
alvo com o valor D da condição de contorno conhecida em b, conforme o 
Gráfico 9.6.

Gráfico 9.6 – Shooting method para determinar uma condição inicial (CI) C a partir de 
uma condição de contorno (CC) D conhecida
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Gráfico  9.6 – Shooting method para determinar uma condição inicial (CI) C  a partir de uma 

condição de contorno (CC) D  conhecida 

 
Fonte: Elaboração própria 

 

Então, relacionamos 2 ( 0)y x C   com 1( 1)y x D  , supondo uma relação de 

proporcionalidade linear entre C  e D , que é uma relação válida para valores de 

C  próximos da solução, conforme mostrado no Gráfico  9.7 a seguir. 

 

Para 2 1( 0) ( 0)y x y x C    , obtemos  1 1( 1) ( 1)y x y x D    . 

Para 2 2( 0) ( 0)y x y x C    , obtemos  1 2( 1) ( 1)y x y x D    . 

Para 2 ( 0) ( 0) ?y x y x C     , obter  1( 1) ( 1) 9.389056098930666y x y x D     . 

 

Gráfico 9.7 – Relação linear entre a CC conhecida 1( 1)y x D   (alvo) e a condição inicial 

2 ( 0)y x C   desconhecida (mira) 

Fonte: Elaboração própria.

Então, relacionamos y2(x = 0) = C com y1(x = 1) = D, supondo uma relação 
de proporcionalidade linear entre C e D, conforme mostrado no Gráfico 9.7, 
que é uma relação válida para valores de C próximos da solução a seguir.

Para y2(x = 0) = y'(x = 0) = C1, obtemos y1(x = 1) = y(x = 1) = D1.

Para y2(x = 0) = y'(x = 0) = C2, obtemos y1(x = 1) = y(x = 1) = D2.

Para y2(x = 0) = y'(x = 0) = C = ?, obter y1(x = 1) = y(x = 1) = D  
= 9.389056098930666.
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Gráfico 9.7 – Relação linear entre a CC conhecida y1(x = 1) = D (alvo) e a condição inicial  
y2(x = 0) = C desconhecida (mira)
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Fonte: Elaboração própria 

 

Logo, estabelecendo uma relação de proporcionalidade entre as condições iniciais 

1C  e 2C  (miras propostas) com as condições de contorno 1D  e 2D  (alvos atingidos), 

calculadas na outra extremidade, podemos estabelecer uma relação linear entre C  e 

D , conforme segue, 

 1 1

2 1 2 1

C C D D
C C D D
 


   

   1
1 2 1

2 1

D DC C C C
D D

 
     

        (24) 

Uma vez obtido o valor de C , via eq. (24), teremos um resultado melhor do que os 

dois valores iniciais 1C  e 2C . Então escolhemos dois desses três valores e 

refazemos o cálculo de C  iterativamente. Por exemplo, vamos tomar C  e 2C  como 

os dois melhores valores, descartando 1C , conforme a seguinte seleção: 

 

 1 2C C    (atualiza 1C , substitui por 2C ) 

 2C C    (atualiza 2C , substitui por C ) 

 

Assim, em um novo passo: 

a) redefinimos 1 2D D , pois 1D  é o valor de 2D  do passo anterior; 

Fonte: Elaboração própria.

Logo, estabelecendo uma relação de proporcionalidade entre as condições iniciais 
C1 e C2 (miras propostas) com as condições de contorno D1 e D2 (alvos atingidos), 
calculadas na outra extremidade, podemos estabelecer uma relação linear entre C 
e D, conforme segue,
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(24)

Uma vez obtido o valor de C, via eq. (24), teremos um resultado melhor do que os 
dois valores iniciais C1 e C2. Então escolhemos dois desses três valores e refazemos 
o cálculo de C iterativamente. Por exemplo, vamos tomar C e C2 como os dois 
melhores valores, descartando C1, conforme a seguinte seleção:

C1 = C2 (descarta C1, substitui por C2)

C2 = C (atualiza C2, substitui por C)
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Assim, em um novo passo:

a)	 redefinimos D1 = D2, pois D1 é o valor de D2 do passo anterior;

b)	 recalculamos D2 , com o novo valor de C2; e

c)	 refazemos o cálculo de C, via eq. (24), até que algum critério de 
parada seja satisfeito. 

Podemos usar |C2 – C1| < 10–6, |D2 – D|< 10–6 ou |D2 – D1| < 10–6 como 
possíveis critérios de parada deste exemplo.

Determinando C pelo método de Newton

Vamos determinar C diretamente por meio da equação do erro entre o alvo 
atingido Z(C) e o alvo D, erro(C) = Z(C) – D = 0 

, em função da condição 
C desconhecida, aplicando o método de Newton com derivadas numéricas 
(método da secante).


Observe que essa função desse erro é calculada em relação à condição de contorno correta, no caso 
y1(b) = y(b) = D (conhecida).

Observe, no Gráfico 9.8, o erro entre o alvo atingido Di = Z(Ci), via reso- 
lução da EDO, e o alvo D conhecido. A mira correta C será obtida quando 
o erro(C) = Z(C) – D = 0.

Gráfico 9.8 – Erro entre o alvo atingido Di e o alvo D
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b) com o novo valor de 2C , recalculamos 2D ; e  

c) refazemos o cálculo de C , via eq. (24), até que algum critério de parada seja 

satisfeito.  

Podemos avaliar 6
2 1| | 10C C   , 6

2| | 10D D    ou 6
2 1| | 10D D    como possíveis 

critérios de parada deste exemplo. 

 

Determinando C  pelo método de Newton: 

 

Vamos determinar C  diretamente por meio da equação do erro entre o alvo atingido 

e o alvo correto, ( ) ( ) 0erro C Z C D   , em função da condição C  desconhecida, 

aplicando o método de Newton com derivadas numéricas (método da secante). 

Observe, no Gráfico 9.8, o Erro entre o alvo atingido ( )i iD Z C , via resolução da 

EDO, e o alvo correto D  conhecido. A mira correta C  será atingida quando o 

( ) ( ) 0erro C Z C D   . LINK Observe que a equação desse erro é calculada sempre 

em relação à condição de contorno correta, no caso 1( ) ( )y b y b D   (conhecida). 

FIM LINK 

 

Gráfico 9.8 – Erro entre o alvo atingido iD  e o alvo correto D  

 
Fonte: Elaboração própria 

 

Observe que, para cada valor inicial de iC  (mira), fica definida a condição inicial 

2 ( 0) iy x C   do sistema de PVIs. Então resolvemos as EDOs pelos métodos 

disponíveis para PVIs e obtemos o valor final para 1( 1) iy x D   (alvo atingido), que 

Fonte: Elaboração própria.

C = ? (condição inicial) 

Ci = ? (valor inicial) 

D (alvo correto) 
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Observe que, para cada tentativa i, de valor inicial de Ci (mira), fica definida 
a condição inicial y2(x = 0) = Ci do sistema de PVI. Então resolvemos as 
EDO pelos métodos disponíveis para PVI e obtemos o valor final para 
y1(x = 1) = Di (alvo atingido), que seria equivalente a uma função Z(Ci) = Di  
(condição de contorno calculada). Inicialmente, o valor Di está errado, 
mas o valor correto em x = 1 está disponível, dado por y1(x = 1) = D = 
9.389056098930666 (alvo). Logo, o valor correto de C deve satisfazer a 
equação erro(C) = Z(C) – D = 0, que pode ser resolvida pelo método de 
Newton com derivadas numéricas.

Esse mesmo método de Newton pode ser estendido para problemas 
de valor no contorno com duas ou mais condições iniciais desconhe- 
cidas. Para tanto basta gerar e resolver duas ou mais equações de erro 
entre os alvos atingidos (obtidos pela própria solução numérica do sistema 
de PVI) e os alvos conhecidos, conforme o Exercício 9.6, disponível no 
caderno de Exercícios.

Depois de determinar o valor da condição inicial desconhecida, no caso 
C = 1, conforme algoritmo apresentado, devemos determinar a solução da 
EDO e estimar o erro máximo em função do número n de subintervalos 
estabelecido. 

Mas como vamos medir o erro máximo da solução y(x) se nos dois contornos 
(extremos) os erros são nulos? Onde estará o erro máximo? 

Possivelmente o maior erro estará no meio do intervalo x ∈ [0, 1]. Podemos 
estimar o erro máximo comparando a solução aproximada com n subdivisões 
com outra solução aproximada com 2n subdivisões no ponto médio, por 
exemplo, ou calculá-lo nos vários pontos discretos e tomar o seu valor máximo. 

Neste Exemplo 9.6, podemos validar essa estimativa de erro comparando-o 
com o erro exato, conforme algoritmo correspondente, e determinar o  
n mínimo por sucessivas tentativas.
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Resultados:

Com n = 18 obtemos:

C = 1.00000377206141 pelo shooting method, obtido em 2 iterações.

C = 1.00000377206141 pelo método de Newton, obtido também em 2 iterações.

Erro exato máximo de y1 é 2.81176553951212e – 06 e ocorre em x = 0.6666667.

Erro estimado máximo no meio do domínio, x = 0.5, é 2.18895585768486e – 06.

Erro estimado máximo, é 2.62705417908293e – 06 (nesse caso, recalculamos 
C e a solução aproximada y1 com 2n subdivisões e os usamos como valores 
exatos estimados). Neste exemplo, todas as formas de erro são da mesma ordem.

Confira no Caderno de Algoritmos os arquivos Cap9exep9.6ShootingNewton2.m e 
Cap9exem9.6NR2.m com os algoritmos que resolvem o Exemplo 9.6, determinando 
C via shooting method e via método de Newton, respectivamente.

9.5	 CONCLUSÕES

Neste último capítulo da obra, apresentamos uma abordagem super- 
ficial da solução numérica de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO), 
visando suprir os tópicos constantes nos programas de disciplinas dos cursos 
de graduação e resolver os modelos matemáticos básicos que utilizam essa 
ferramenta. Como nem todas as EDO têm solução analítica conhecida, 
recorremos aos métodos numéricos para a solução delas. Os métodos de 
passo simples da família Runge-Kutta são amplamente usados para resolver 
EDO, do tipo Problema de Valor Inicial (PVI), por fornecerem resultados 
precisos e com baixo esforço computacional, e também foram estendidos 
para resolver Problemas de Valor no Contorno (PVC).

O próximo passo nessa área é a solução numérica de Equações 
Diferenciais Parciais (EDP) por meio de métodos clássicos como diferenças 
finitas, elementos finitos, e volumes finitos, dentre outros. Para o método 
dos volumes finitos, indicamos a obra Transferência de Calor e Mecânica dos 
Fluidos Computacional, de Maliska (2004).
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COMPLEMENTANDO...

Solução exata de y' = x – y + 2 para os Exemplos 9.1, 9.2, 9.3:

Reescrevendo:

y' + y = x + 2 ⇒ multiplicando um fator integrante u(x) desconhecido em 
ambos os lados, temos:
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função de uma condição inicial atribuída (mira) 2 ( )y x a C= =  por meio da solução 
numérica do respectivo sistema de PVIs. 
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– 2y x y′ = +
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Se ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )d u x y x dy xu x y x
dx dx

= + du(x)
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For  igual a             ( )( ) ( )dy xu x y x
dx

+ u(x)
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Comparando termo a termo, o fator integrante u(x), caso exista, deverá 
satisfazer:
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isso poderia facilitar a integração. Ou seja, 
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For  igual a             ( )( ) ( )dy xu x y x
dx

+ u(x)
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Substituindo o nosso fator integrante ( )u x , temos:  

*
* *

( ( ))( )  
x

x x xdy dy dy d e y xy u x y e e e y
dx dx dx dx
   + = + = + =   
   

  

assim podemos trocar o termo 

           xdy y e
dx
 + 
 

 por *( ( ))xd e y x
dx

  

e a nossa EDO fica:e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    

Integrando

e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    

Integrando 

e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    

 por partes 
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Para 10m = : 

( )(2 ) 20 20 12
*(20 1)1

20!( ) 1 ( 1) 1.1601 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+

Para 16m = : 

( )(2 ) (32) 32 25
*(32 1)1

32!( ) 1 ( 1) 3.06325 10
(1 1)

m

x
Max f x f +=

= = − =
+

483 

( ) ( ) ( ) 
a

a

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +  
498 

( ) ( , )k k ky x f x y′ =          (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )k k k k k k k kr x y x x y x y x x f x y′= + − = + −      (7) 
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Observe que o termo ( )1 2 3 42 2 6K K K K+ + +  é uma inclinação média ponderada da 

função solução ( )y x , composta por uma inclinação no ponto inicial 1K , duas no 

ponto intermediário, 2K  e 3K , e uma no ponto final 4K  do subintervalo 1[ ,  ]k kx x + . 
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* *u dv u v v du= −  , 

obtemos 

e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    

 e

Integrando 

e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    

 diretamente, temos

e a nossa EDO fica: 
*( ( )) (  2)

x
x xdy d e y xy e x e

dx dx
 + = = + 
 

      

*( ( )) (  2)
x

xd e y x x e
dx

= +

Integrando 
*( ( )) (  2)  x xd e y x x e dx= +       * * *( )   2  x x xe y x x e dx e dx= + 

Integrando * * * *( ) 1x x xx e dx x e e dx= −   por partes *  u dv u v v du= −  , obtemos      
* * *

x x xx e dx x e e= −  *  ( 1)x xx e dx x e= −  e 
Integrando * * *2 2x xe dx e=  diretamente, temos 

* *( ) ( 1) 2x x xe y x x e e c= − + +
* ( ) ( 1)x xe y x x e c= + +    
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 * *( ) ( 1)x xe y x x e c      

*( ) ( 1) xy x x c e    

Aplicando a condição inicial (0) 2y  , temos 0
*( 0) (0 1) 2y x c e          1c  . 

Logo, a solução é dada por: 

( ) ( 1) xy x x e    

 

Aplicando a condição inicial y(0) = 2, temos y(x = 0) = (0 + 1) + c * e–0 = 2 
⇒ c = 1. Logo, a solução é dada por:

y(x) = (x + 1) + e–x
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