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Resumo: O artigo descreve os resultados de uma pesquisa que objetivou introduzir os
conceitos basicos sobre a teoria de matrizes, determinantes e sistemas lineares,
utilizando-se a Metodologia de Resolugcao de Problemas no ensino médio. As
acoes foram desenvolvidas através de um projeto do Nucleo de Ensino da UNESP
— Campus de llha Solteira, em trés escolas de ensino médio, duas da cidade de
Andradina (SP) e uma de Pereira Barreto (SP). Existem varias interpretagdes para
a metodologia de resolugdo de problemas. Concebemos a Resolugdo de
Problemas em consonéncia com os Parametros Curriculares Nacionais, a qual
deve ser utilizada como ponto de partida para a construcdo dos conceitos
matematicos. Assim, o0 que se pretende é ensinar matematica através da
resolucdo de problemas. O problema é olhado como um elemento que pode
disparar um processo de construcdo do conhecimento. Nesta interpretacédo, os
alunos tornam-se agentes ativos na construgéo de seu préprio conhecimento.
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INTRODUCAO

Existe uma cultura generalizada de que a matematica é dificil, ciéncia para
poucos, a maioria da populagdo ndo entende e pior, acredita que pode viver muito bem sem
ela.

E comum aparecer na midia pessoas dizendo “odeio matematica”.
Recentemente, uma rede de TV aberta do Brasil, exibiu matéria em seu horario nobre de
jornalismo, sobre as dificuldades do ensino de Matematica no Brasil. O apresentador abriu a
matéria fazendo a seguinte pergunta. Qual o valor de 13 x 87 A matéria seguiu mostrando um
professor em sala de aula, discutindo equagdes logaritmicas; mostrou um aluno que
compreendia bem o que estava estudando e também um outro aluno que disse “detesto
Matematica”, quero passar no vestibular e nunca mais ter que estudar isso. No fechamento da
matéria jornalistica, o que coincidiu com o término do telejornal, o apresentador deu a resposta
para a pergunta de multiplicacdo que havia feito no inicio, despediu-se e fez um
questionamento sobre as dificuldades em matematica a sua colega apresentadora do
telejornal. Esta respondeu, resolver aquela equacgao, “nem pensar - impossivel”. Em tempo, a
equagao mostrada na matéria podia ser resolvida diretamente pela definicdo de logaritmo. Sera
que a maioria da populagdo sabe o que € logaritmo? Para que serve? Freqlentemente, é
divulgado pela midia a ocorréncia de terremotos, noticias sobre o excesso de barulho nas
cidades e noticias envolvendo o pH de substancias; em todas essas medidas, abalos sismicos,
decibéis e pH utilizam-se escalas logaritmicas.

' Niicleo de Ensino de llha Solteira. Departamento de Matematica — FEIS/UNESP
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Certa vez, faltando poucas corridas para o término de um campeonato de
Formula 1, um repérter fez uma pergunta ao piloto Airton Senna da Silva, a qual envolvia os
nuameros de pontos a serem obtidos pelo piloto, em cada uma das corridas finais, para que o
mesmo pudesse se sagrar campedo. Airton respondeu, nunca fui muito bom em Matematica,
meu negécio é vencer as corridas. Serd que o fenomenal piloto Airton, nunca usou a
Matematica para o acerto de seus carros? Serda que nunca usou a Matemética para discutir

seus contratos e cuidar de seu patriménio?

As dificuldades encontradas pelos alunos, para o estudo de sistemas lineares,
podem ser confirmadas através dos dois relatos de alunos, quando do inicio da aplicagcao do
projeto:

[...] essa matéria € muito complicada, e para nés esta sendo dificil, quando penso que
estou conseguindo, tudo se complica mais.

Eu achei essa matéria muito diferente das outras, muito complicada e dificil. Eu me
confundia tudo, misturava uma conta na outra enfim eu achei um pouco dificil.

Para os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs),

a Matematica é componente importante na construgdo da cidadania, na medida em
que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e recursos
tecnologicos, dos quais os cidaddos devem se apropriar. A Matematica precisa estar
ao alcance de todos e a democratizagdo do seu ensino deve ser meta prioritaria do
trabalho docente. A atividade matematica ndo € olhar para coisas prontas e
definitivas, mas a construgéo e a apropriacdo de um conhecimento pelo aluno, que se
servird dele para compreender e transformar sua realidade. O ensino da Matematica
deve relacionar observagdes do mundo real com representacoes (esquemas, tabelas,
figuras) e também relacionar essas representagbes com principios e conceitos
matematicos. A aprendizagem em Matematica esta ligada a compreensao, deve
favorecer conexdes com outras disciplinas, com o cotidiano do aluno e também
conexdes com os diferentes temas matematicos. O conhecimento matematico deve
ser apresentado aos alunos como historicamente construido e em permanente
evolucdo. Recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras, computadores
e outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e aprendizagem
(BRASIL - b, 1997, p. 19).

Varios pesquisadores da area de educagao matematica, ja constataram que as
criangas que chegam ao ensino fundamental gostam de Matematica. Entretanto, o gosto e o
interesse por esta disciplina decresce proporcionalmente conforme o aluno avanca em sua
escolarizacdo. E comum ouvir de alunos dos Ultimos ciclos do ensino fundamental, e também
do ensino médio, “detesto Matematica”. Provavelmente o formalismo e o rigor desta ciéncia,

bem como os préprios professores, contribuam para tal aversao.

Todos os profissionais que atuam nesta area devem trabalhar no sentido de
eliminar o estigma de que a Matematica € uma ciéncia para poucos e privilegiados individuos,

apenas para os “génios”, pelo contrario, todos podem e devem aprendé-la.
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Testes de rendimentos aplicados pelos governos estadual e federal, indicam um
baixo desempenho dos alunos na area de Matematica. Freqlentemente, a Matematica tem
sido apontada como a disciplina que contribui significativamente para a elevagao das taxas de
retencao.

Polya, no prefacio da segunda edicdo de seu classico livro “A arte de resolver
problemas”, aponta os professores como grandes responsaveis por esta aversao e indiferenca
pela Matematica:

[...] a Matematica tem a duvidosa honra de ser a matéria menos apreciada do curso.
Os futuros professores passam pelas escolas elementares a aprender a detestar a
Matematica [...] . Depois, voltam a escola elementar para ensinar uma nova geragéo a
detesta-la (POLYA, 1986, p. viii).

De acordo com os PCNs — a, (2000, p. 40), os alunos devem perceber a
Matematica como um sistema de cédigos e regras com as quais € possivel modelar a realidade
e interpreta-la. A Matematica deve também ser vista como ciéncia, assim suas defini¢des,
demonstracbes e encadeamentos conceituais e logicos tém a funcao de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outras e que servem para validar intuicdes e dar sentido as

técnicas aplicadas.

Aprender Matematica no Ensino Médio deve ser mais do que memorizar
resultados, a aquisicdo do conhecimento matematico esta vinculada ao dominio de um saber
fazer Matematica e de um saber pensar matematico, esse dominio passa por um processo
lento e trabalhoso, cujo comego deve ser uma prolongada atividade sobre resolugédo de
problemas.

Segundo Braumann (2002),

aprender Matematica nao é simplesmente compreender a Matematica j& feita, mas
ser capaz de fazer investigacdo de natureza matematica (ao nivel adequado a cada
grau de ensino). Sé assim se pode verdadeiramente perceber o que é a Matematica e
a sua utilidade na compreensao do mundo e na intervengao sobre o0 mundo. Sé assim
se pode realmente dominar os conhecimentos adquiridos. Sé assim se pode ser
inundado pela paixao “detetivesca” indispensavel a verdadeira fruicdo da Matematica.
Aprender Matematica sem forte intervencéo da sua faceta investigativa é como tentar
aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e recebendo informagdo sobre
como o conseguem. Isso ndo chega. Para verdadeiramente aprender é preciso
montar a bicicleta e andar, fazendo erros e aprendendo com eles (BRAUMANN, 2002
apud PONTE et al., 2003, p.19).
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A RESOLUGCAO DE PROBLEMAS
Segundo Polya (1997),

resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um fim nitidamente
imaginado. Resolver um problema é encontrar um caminho onde nenhum outro é
conhecido de antem&o. Resolver problemas ¢ a realizacéo especifica da inteligéncia,
e a inteligéncia é o dom especifico do homem . Se a educag¢édo nao contribui para o
desenvolvimento da inteligéncia, ela estd obviamente incompleta. Entretanto, a
inteligéncia é essencialmente a habilidade para resolver problemas: problemas do
cotidiano, problemas pessoais, problemas sociais, problemas cientificos, quebra-
cabecas e toda sorte de problemas. O aluno desenvolve sua inteligéncia usando-a;
ele aprende a resolver problemas resolvendo-os (POLYA, 1997, p. 2). (grifo nosso).

A pesquisa em Resolucao de Problemas apresenta uma evolucdo desde a
classica obra de Polya (1945) — A arte de Resolver Problemas. Conforme destacado por
Onuchic (1999), Schroeder & Lester (1989, p. 31 - 4), apresentam trés modos diferentes de
abordar Resolucado de Problemas, a saber: ensinar sobre resolucdo de problemas, ensinar a
resolver problemas e ensinar matematica através da resolugao de problemas. O que de certa
forma coincide com as interpretagdes de Mendonga (1993) e destacado em Grando e Fazzion
(2001, p. 23):

12 interpretacéo 2% interpretacéo 3% interpretacéo
Resolucao de problemas como | Resolugédo de problemas como | Resolugéo de problemas como
objetivo final processo heuristico ponto de partida para a
construcao de conceitos
matematicos
- ensina-se a teoria, o|- desenvolve-se o potencial|- o problema “dispara” o
conteudo, para resolver |heuristico do aluno como|movimento de aprendizagem,
problemas. resolvedor de problemas; ou seja, o problema é visto
- objetiva-se aprimorar a|como desencadeador da
escolha de estratégias. formacao de conceitos
matematicos;
- valorizagdo do raciocinio
abdutivo.

A primeira interpretacdo, € a tradicionalmente usada para o ensino em
matematica. O professor faz a exposicdo da matéria, resolve alguns exemplos usando os
conceitos apresentados e aos alunos é cobrado a tarefa de resolver problemas semelhantes
(similares). Os problemas sao utilizados apenas como forma de aplicacdo e verificacdo de
conhecimentos adquiridos anteriormente. Nesse caso, a concepg¢ao de ensino e aprendizagem

se da por um processo de reproducao/imitacao.

Na segunda interpretacdo, a resolugdo de problemas € tratada como um
processo heuristico. O que se objetiva é tornar o aluno um bom resolvedor de problemas
através do seu aprimoramento na escolha de estratégias. Polya (1945), estabelece quatro

fases para se resolver um problema:

250



1 — E preciso compreender o problema. Qual é a incégnita? Quais sdo os dados?
Qual é a condicionante?

2 — Estabelecimento de um plano. Qual a conexdo entre os dados e a incognita?
Conhece um problema correlato? E possivel reformular o problema? E possivel
imaginar um problema correlato mais simples? E possivel resolver uma parte do
problema? Utilizou todos os dados? Levou em conta todas as nog¢des essenciais
implicadas no problema?

3 — Execucdo do plano. Verifique cada passo do plano escolhido. E possivel
demonstrar que ele esta correto?

4 — Retrospecto. Examine a solugdo obtida. E possivel verificar o resultado? E
possivel verificar o argumento? E possivel chegar ao resultado por um outro caminho
diferente? E possivel utilizar o resultado, ou 0 método, em algum outro problema?

Para Mendoncga ( 1993, p. 260), o desenvolvimento desta estratégia em sala de
aula pode ser realizada da seguinte forma: “propor problemas, analisar 0s passos e recursos
da solugéo dos alunos e trabalhar no sentido da melhoria das estratégias usadas na solucéao

dos mesmos.”

Na terceira interpretacdo, a qual consideramos ser a perspectiva atual de
utilizacao desta metodologia, 0 que se pretende é ensinar matematica através da resolugéao de
problemas. A resolugdo de problemas como uma metodologia de ensino € relativamente
recente e segundo Onuchic (1999, p. 207) é a abordagem mais consistente com as

recomendacdes dos PCNs.

A situacado problema é o ponto de partida da atividade matematica e ndo a
definicdo. Assim na andlise dessas situagdes pode-se utilizar recursos abordados na
Matematica, lancar mao de situagbes-problema para a construgdo e aplicagdo de conceitos
matematicos. Em termos metodoldgicos, relativos ao ensino do conteddo, conceitos, idéias e
métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploragdo de problemas, isto é, de
situagbes em que os alunos precisam desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-los. A
situagao-problema deve expressar aspectos chaves para o conceito que se quer estudar, o
aluno deve ser levado a interpretar o enunciado da questao, estruturar a situagcao que lhe é
apresentada, utilizar o que aprendeu para resolver outros problemas, o que exige
transferéncias, retificagdes e rupturas. Assim, um conceito matematico se constréi articulado
com outros conceitos através de uma série de generalizages.

Segundo os PCNs (1997),

a resolucéo de problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida em paralelo ou
como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a aprendizagem, pois

proporciona o contexto em que se pode aprender conceitos, procedimentos e atitudes
matematicas (BRASIL, MEC/SEF, 1997 - b, p. 43).
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Quando se pretende ensinar matematica através da resolugéo de problemas, o
problema deve ser cuidadosamente escolhido e servira como um elemento para disparar o
processo de construcdo do conhecimento, este devera contribuir para a formacdo dos
conceitos que se pretender estudar, antes mesmo de sua apresentacdo em linguagem
matematica formal, o foco estd na acao por parte dos alunos. Véarios problemas deverao ser
propostos e resolvidos livremente pelos préprios alunos, o trabalho em grupo neste caso é
bastante adequado. Ao professor cabe o papel de observador, organizador e motivador para o
objetivo que se quer alcancar.

Para Mendoncga ( 1993, p. 260), “ os problemas sao propostos ou formulados
para contribuir na formacéo dos conceitos antes mesmo de sua apresentacao em linguagem
matematica.”

Para Grando e Fazzion (2001, p. 24), numa perspectiva didatico-metodoldgica
envolvendo a terceira interpretacdo, o aluno é ativo, assumindo uma postura de investigador e
construtor do seu préprio conhecimento, a resposta correta tem seu valor diminuido e a énfase
deve ser dada ao processo de resolucao, o erro serve para a reflexdo do aluno sobre sua agéo
e é importante para o professor pois 0 ajuda a compreender e interpretar o desenvolvimento
das idéias do aluno.

Uma estratégia bastante adequada para o trabalho com esta metodologia em
sala de aula é aquela proposta por Onuchic (1999, p. 216 - 17).

Formar grupos — entregar uma atividade

Lembrar que, no mundo real, aprender é, muitas vezes, um processo compartilhado e
que o progresso em diregdo a um objetivo vem através de esforgcos combinados de
muita gente. E preciso que os estudantes experimentem este processo cooperativo e
que se lhes dé a oportunidade de aprender uns com o0s outros. Muito da
aprendizagem em sala de aula sera feita em pequenos grupos.

O papel do professor

Dentro desse trabalho, o papel do professor muda de comunicador de conhecimento
para o de observador, organizador, consultor, mediador, interventor, controlador e
incentivador da aprendizagem. O professor lanca questoes desafiadoras e ajuda os
alunos a se apoiarem, uns nos outros, para atravessar as dificuldades. O professor
faz a intermediacdo, leva os alunos a pensar, espera que eles pensem, da tempo
para isso, acompanha suas exploracdes e resolve, quando necessario, problemas
secundéarios.

Resultados na lousa
Com o trabalho dos alunos terminado, o professor anotara na lousa os resultados
obtidos pelos diferentes grupos. Anota resultados certos, errados e aqueles feitos por
diferentes caminhos.

Plenaria

Chama os alunos todos, de todos os grupos, para uma assembléia plena. Como
todos trabalharam sobre o problema dado, estdo ansiosos quanto a seus resultados.
Procuram defender seus pontos de vista e participam.

Anadlise dos resultados

Nesta fase, os pontos de dificuldade encontrados pelos alunos sdo novamente
trabalhados. Surgem, outra vez, problemas secundarios que, se nao resolvidos,
poderdo impedir que se leve o trabalho a frente. O aspecto exploragado é bastante
importante nesta analise.
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Consenso
A partir da analise feita, com a devida retirada das duvidas, busca-se um consenso
sobre o resultado pretendido.

Formalizag&o

Num trabalho conjunto de professor e alunos, com o professor dirigindo o trabalho, é
feita uma sintese do que se objetiva aprender a partir do problema dado. Sao
colocadas as devidas definigoes, identificadas as propriedades e feitas as
demonstragdes. E importante destacar, nesse momento, o que de matematica nova
se construiu, usando as novas terminologias proprias ao assunto.

Como pode ser observado pelas etapas propostas por Onuchic, a utilizagao
desta metodologia em sala de aula é mais trabalhosa para o professor, entretanto, muito mais
produtiva para os alunos.

E mais comodo para o professor trabalhar na forma tradicional de ensino de
matematica (primeira interpretacdo), nesta, o professor finge que ensina e os alunos fingem
que aprendem. Na verdade, alguns poucos alunos irdo aprender matematica nesta forma de
ensino, estes aprenderiam de qualquer maneira, provavelmente até mesmo sem a ajuda do

professor.

O trabalho em grupo é também importante na formagdo das capacidades
cognitivas e afetivas. Um aluno, por si s6, provavelmente ndo tenha coragem de defender a
solugdo que apresentou para determinado problema, mas depois de socializar esta solugéo
com os elementos do grupo, se sentira mais seguro para defender suas idéias.

Segundo os PCNs, o trabalho em grupo propicia aos alunos as seguintes
aprendizagens:

perceber que além de buscar a solugao para uma situacao proposta devem cooperar
para resolvé-la e chegar a um consenso;

saber explicitar o proprio pensamento e tentar compreender o pensamento do outro;
discutir as duvidas, assumir que as solugdes dos outros fazem sentido e persistir na
tentativa de construir suas proprias idéias;

incorporar solugdes alternativas, reestruturar e ampliar a compreensao acerca dos
conceitos envolvidos nas situagdes e, desse modo, aprender ( BRASIL, MEC/SEF,
1997 — b, p. 40).

Os problemas iniciais serao utilizados para a introducao e a sistematizacao dos
conceitos, assim deverdo ser problemas simples e de facil interpretacdo. Sempre que possivel,
materiais concretos e problemas contextualizados deverao ser utilizados. Apds o trabalho com
a resolucédo de varios problemas, e da analise do professor, € que o conceito mateméatico
devera ser sistematizado através do formalismo e rigor caracteristicos desta ciéncia. Assim,
neste momento apresenta-se as definicdes, formulas, propriedades e proposigdes do topico
estudado.

Apés esta sistematizagdo, como forma de reforgo ao estudo dos conceitos
matematicos, € conveniente que o professor oferega uma nova bateria de problemas

(exercicios) aos alunos. Neste caso, se o aluno compreendeu bem os conceitos, entdo as
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solugbes para estes problemas serdo obtidas com maior facilidade através do uso de férmulas
e propriedades envolvidas naquele topico matematico.

”

De acordo como os PCN, (1997, p. 113), os exercicios do tipo “calcule ...”,
“resolva ...” ndo devem ser eliminados, pois eles cumprem a fungéo do aprendizado de técnicas
e propriedades, mas de forma alguma sao suficientes para preparar os alunos tanto para que
possam continuar aprendendo, como para que construam visées de mundo abrangentes ou,

ainda, para que se realizem no mundo social ou do trabalho.
Segundo Grando e Fazzion (2001),

Na pratica de sala de aula, observa-se uma preocupagado por parte de alguns
professores em assumi-la como uma metodologia de ensino alternativa, embora tais
manifestacbes ainda representem atitudes isoladas, desvinculadas de um projeto
pedagogico. Na verdade, cada professor utiliza um enfoque para a resolugdo de
problemas, segundo suas préprias concepgbes de aluno, professor e ensino-
aprendizagem da Matematica (GRANDO E FAZZION, 2001, p. 23 - 4).

Brosseau (1996), desenvolveu uma teoria para a educagao matematica, a qual
denominou de situagdo didatica. Neste caso, se estabelece uma relagcao entre um grupo de
alunos e um professor que usa um meio didatico, incluindo problemas, materiais e
instrumentos, com a finalidade de ajudar seus alunos a reconstruir um certo conhecimento.
Para obtencao da aprendizagem, o aluno deve interessar-se pessoalmente pela resolucao do
problema estabelecido na situacao didatica. De acordo com este autor,

o trabalho intelectual do aluno deve ser em certos momentos comparavel ao dos
proprios matematicos. O aluno deve ter a oportunidade de investigar sobre problemas
ao seu alcance, formular, provar, construir modelos, linguagens, conceitos, teorias,
intercambiar suas idéias com os outros, reconhecer as que sao adequadas com a
cultura matematica e adotar as idéias que sejam Uteis. Pelo contréario, o trabalho do
professor é de certa maneira inverso ao trabalho do matematico profissional. Em
lugar de “inventar” métodos matematicos adequados para resolver problemas, deve
“inventar” problemas interessantes que conduzem a um certo conhecimento
matematico (BROSSEAU, 1996 apud BATANERO, 2001, p. 124 - 25). (grifo nosso).

O trabalho com a metodologia de resolucdo de problemas, como ponto de
partida para a constru¢ao de conceitos matematicos serd mais motivador para os alunos se
apresentado juntamente com a utilizagao de recursos tecnol6gicos como a maquina de calcular
e o computador. Trabalhar com esta metodologia requer paciéncia, pois o0 processo é vagaroso
e cheio de idas e vindas, cabendo ao professor a orientacdo dos alunos, sem atropelar o
processo de criagdo. Cada nova colocagao sobre um problema necessita de tempo para que
os alunos compreendam e se decidam por condutas de agdo nem sempre as mais eficientes e
as vezes incorretas. Assim sendo, um unico problema pode ocupar varias aulas, seguidas ou
nao, sendo necessario sacrificar a quantidade de problemas em favor da qualidade de ensino.
Outras metodologias como por exemplo, o jogo e a histéria da matematica, podem também
contribuir para tornar a utilizacdo da resolucao de problemas bastante atraente para os alunos.
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Entendemos que utilizando a metodologia de resolugdo de problemas, a
sequUéncia mais adequada para se introduzir esta importante parte da algebra no ensino médio
€ a seguinte. Inicia-se o estudo com sistemas lineares, com énfase na “montagem” do sistema
linear e no método de escalonamento. Posteriormente, estuda-se a teoria de matrizes,
considerando as operacbes basicas, suas principais propriedades e destacando o fato que
matrizes surgem naturalmente no estudo de sistemas lineares. Finalmente, apresenta-se o
conceito de determinantes, de modo que estes surjam durante a resolucdo de sistemas
lineares. Fecha-se o tépico com o estudo do método de Cramer para a solugdo de um sistema

linear e o calculo da matriz inversa usando o conceito de cofatores.

O TRABALHO DESENVOLVIDO

O projeto “Matrizes, determinantes e sistemas lineares através da metodologia
de resolugcdo de problemas para o ensino médio”, foi desenvolvido dentro do Programa do
Nucleo de Ensino, vinculado a Faculdade de Engenharia de llha Solteira/UNESP, reuniu duas
professoras da rede estadual de ensino e uma aluna bolsista. O projeto foi aplicado em trés
salas de ensino médio, duas na cidade de Andradina (SP) e uma de Pereira Barreto (SP). As
duas professoras que participaram do projeto, ja haviam feito varios cursos de formacao
continuada dentro dos programas Pré-Ciéncias e Teia do Saber, junto ao Departamento de
Matematica da UNESP/Ilha Solteira e o material basico, utilizado no projeto foi um texto que
escrevemos para o projeto Teia do Saber de 2005. As professoras A e B, possuem larga

experiéncia de docéncia no ensino médio, 10 e 20 anos respectivamente.

Apesar da experiéncia e do fato de ja terem participado de varios cursos de
formacgao continuada, nos quais a metodologia de resolugcao de problemas havia sido utilizada,
as professoras se sentiram um pouco inseguras no inicio do projeto. A principal divida das
professoras era “Como serd aplicada essa nova metodologia de ensino?”. Este tipo de
inseguranga € normal, tendo em vista que as professoras deveriam mudar a sua forma de
trabalho. Isto foi superado pelas reunides que fizemos antes do inicio da aplicacao do projeto.
Nestas reunides, participavam o professor coordenador, as duas professoras da rede estadual
de ensino e a aluna bolsista.

As duas professoras ja haviam trabalhado com a metodologia de resolugéo de
problemas em outros tdpicos, como exemplos: Analise Combinatéria, Probabilidade e Fungoes.
Entretanto, nunca haviam utilizado esta metodologia em suas praticas pedagdgicas, para o

ensino de matrizes, determinantes e sistemas lineares.

A aluna bolsista apresentou este nosso projeto na Xll Reunido de Iniciacao
Cientifica da Faculdade de Engenharia de llha Solteira e também no XVIII Congresso de
Iniciacao Cientifica da Unesp.
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O TOPICO SISTEMAS LINEARES

O estudo sobre sistemas lineares, objetivou fornecer ao aluno do ensino médio
uma ferramenta eficaz para a resolucdo de problemas, equacionados através de sistemas
lineares, com no maximo 3 equagdes e 3 incognitas. Aprender a resolver um sistema linear
devera decorrer da necessidade de solucionar alguma situacdo-problema. Um sistema de
equacoes lineares pode ser resolvido sem a utilizagdo de uma técnica especifica, entretanto o
excesso de trabalho que isso apresenta, justifica a utilizagdo de alguma técnica que sistematize
e simplifique seu processo de resolu¢do. No nosso entender, a técnica mais conveniente neste
caso é a de escalonamento — eliminacéo de Gauss, a qual baseia-se em combinagdes lineares

das equacgdes do sistema.

Para sistemas lineares de ordem baixa (2 x 2 ou 3 x 3) a Regra de Cramer pode
também ser utilizada, entretanto se o sistema linear possui 20 equacdes e 20 incégnitas e
utilizarmos um computador que efetua cerca de cem milhdes de multiplicagdes por segundo, o
método de Cramer demoraria 3 x 10° anos para resolver este sistema (claro que sem contar
com problemas como queda de energia, defeitos na maquina, e etc.). Usando o computador
mencionado acima e o método de eliminacao de Gauss, a solucao do sistema é obtida em
poucos segundos. Para um sistema linear com 4 equagdes e 4 incognitas a Regra de Gramer
ja ndo é conveniente. Neste caso, precisamos calcular o valor de 5 determinantes de matrizes

de ordem 4 x 4.

A idéia inicial foi trabalhar com problemas simples, de modo que os alunos
pudessem resolve-los, apenas usando raciocinios logicos, sem a “montagem” do sistema
linear. Para uma etapa posterior os sistemas lineares representardo o modelo mateméatico de
algum problema “real” que estaremos interessados em resolver. Os alunos propunham
livremente suas solugdes, através dos processos ou métodos de resolucdo que aprenderam no
ensino fundamental: método da substituicdo e método da adi¢cdo. Basicamente, o trabalho com
estes problemas tiveram os seguintes objetivos:

= representar o problema “real” atravées do modelo matematico que

corresponde a um sistema linear;

= aprender a classificar um sistema linear como: determinado, indeterminado e

impossivel;

= discutir as propriedades que serao utilizadas na resolug¢do do sistema linear,

através da técnica de escalonamento e

= fazer com que o aluno perceba que geometricamente, no caso 2 x 2, cada
equacao representa a equagdo de uma reta no plano cartesiano. Assim
resolver um sistema linear com duas equagdes e duas incognitas é

equivalente a determinar-se (caso exista) a intersec¢ao dessas duas retas.
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Os objetivos mencionados acima, eram metas que o professor deveria atingir,
assim estas ndo foram mencionados aos alunos naquele momento. Ao professor coube o papel
de selecionar adequadamente os problemas para que estes objetivos fossem alcangados.
Posteriormente, foram trabalhados problemas com o objetivo de fazer com que os alunos
“redescubram” as chamadas operacgdes elementares entre linhas de um sistema linear, as

quais fornecem a base tedrica do método de escalonamento.

Dos depoimentos das professoras sobre o trabalho com sistemas lineares,
acreditamos ter alcangado algum resultado positivo no processo de ensino e aprendizagem:

Gostei muito de apresentar aos alunos esta nova forma de abordagem de sistema
linear. Percebi em comparagdo aos outros anos, que os alunos tiveram mais
facilidade, entenderam melhor o significado e a aplicagdo do contetdo (Professora A

)-

Em comparagdo com outros dois 2% anos em que estou trabalhando o “tradicional”,
tenho observado um bom envolvimento dos alunos na busca pela solugdo. Nos
grupos acontece a troca de idéias e a colaboragédo. Considero a aula com o projeto
mais interessante, pois é sensivel a participacdo do aluno na construgdo do
conhecimento. Por vezes me surpreendi com idéias e solugbes apresentadas. Sinto
que a fixagao é mais eficiente, isto, porém, sé sera confirmado em avaliagdes futuras
( Professora B).

Parte do depoimento da Professora B, coincide com o estabelecido em Ponte et
al. (2003),

€ muito natural que os alunos formulem questées em que o professor ndo pensou. De
fato, € mesmo impossivel antever todas as exploragdes que podem surgir a partir de
uma tarefa matematica verdadeiramente aberta e estimulante ( PONTE et al., 2003,
p. 49 - 50).

Os problemas iniciais envolveram sistemas lineares com apenas duas equagdes
e duas incognitas. Estes problemas iniciais, incluindo a interpretacdo geométrica, néo
trouxeram muitas dificuldades para a maioria dos alunos. Conforme depoimento da Professora
A, “como a maioria dos problemas envolvia somente duas incognitas, eles tiraram de letra, dois
grupos de alunos sentiam ainda grandes dificuldades. [...] mas, quando apareceram o0s
problemas com trés incégnitas eles (alunos) sentiram mais dificuldades”. O objetivo de se
trabalhar com um sistema 2 x 2 é perceber as propriedades gerais para posterior aplicagéo e
resolucdo de sistemas 3 x 3 ou de dimensdo maior. Pelo depoimento da Professora A,
parece que este objetivo ndo foi plenamente alcangado pela maioria dos alunos. Entretanto,
considero oportuno destacar parte do depoimento de um grupo de 3 alunos desta professora:

eu acho que esse método foi 6timo, pois d4 ao aluno a liberdade de se virar como
pode e depois 0 caminho das formulas acaba se tornando mais facil.
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Assim, estes alunos perceberam os beneficios do uso desta metodologia no
sentido em que os conceitos matematicos sao por eles construidos. O aluno ndo é mais aquele
ser passivo, que recebe pronto os conceitos e depois tenta utilizd-los na resolucao de
problemas similares. Neste Ultimo caso, os alunos precisam apenas retirar 0s nUmeros que
aparecem no enunciado do problema e utilizar a férmula. Se mudarmos uma palavra do

enunciado, os alunos ndo mais conseguirao resolver o problema.

No inicio, o trabalho com esta metodologia sera mais dificil, tanto para o
professor quanto para os alunos, ambos estdo acostumados a trabalharem na forma
tradicional. Por parte dos alunos, isto pode ser confirmado no relato de um grupo de alunos da
professora B:

bom professora, eu achei um pouco dificil, porque ndo tinha nenhuma férmula para fazer
o problema. O meu grupo assim como os outros [...] foram jogando no “bicho”, até
chegar a resposta, € que nem um quebra-cabega. Mas para chegar a resposta é preciso
ter muito raciocinio.

Percebe-se do depoimento, que o objetivo principal da utilizacdo da resolugéo de
problemas, como uma forma para se ensinar matematica, estava sendo alcancado; ou seja;
buscamos através do uso desta metodologia o desenvolvimento do raciocinio dedutivo do

aluno e ndo a memorizagao e utilizagédo de formulas.

O TOPICO MATRIZES

A teoria de matrizes tem aplicagcbes em diversas areas do conhecimento
humano. Como exemplos na fisica, economia, estatistica, psicologia e etc. Com o advento do
computador, grandes quantidades de informac¢des podem ser armazenadas e manipuladas de
maneira bastante rapida com o uso de matrizes. E dificil convencer os alunos do ensino médio
da importancia da teoria de matrizes. Para a maioria dos alunos esta teoria ndo passa de um
amontoado de regras dificeis de serem compreendidas e manipuladas e sem utilidade pratica.
Para tentar superar este obstaculo consideramos util trabalhar com matrizes somente apos o
trabalho com sistemas lineares e introduzir os conceitos através da metodologia de resolugao
de problemas.

Adotando esta sequéncia da matéria, as matrizes surgem naturalmente durante
a resolucao de sistemas lineares pelo método de escalonamento, as variaveis (incognitas) nao
precisam ser escritas durante a fase de escalonamento do sistema linear, podem ficar

“escondidas”.

A utilizacdo da metodologia de resolugcao de problemas teve por objetivo fazer
com que o aluno percebesse que o arranjo das informacdes em formato de tabelas (matrizes)

torna a tarefa de resolver um problema bem mais simples e atrativa.

258



Inicialmente, para a sistematizagéo dos conceitos de linhas, colunas e a notagéo
e definicdo de matrizes, utilizamos problemas do tipo: “Representar através de uma tabela, a
altura, o peso e a idade em anos, de todos os alunos do grupo”. Questdes envolvendo
conceitos da Estatistica Descritiva foram também consideradas, como exemplos:

(i) Qual grupo apresenta o menor peso meédio? E qual possui o maior peso

medio?

(i) Qual grupo apresenta a maior altura média? E qual possui a menor altura
média?

(iii) Em qual grupo encontra-se o aluno mais pesado? E o aluno mais leve?

(iv) Em qual grupo encontra-se o aluno mais velho? E o aluno mais novo?

(v) Para todos os alunos, de todos os grupos, qual € a idade que aparece mais
vezes?

A questao namero (v) pdde ser utilizada para introduzir o conceito de moda.

Sugerimos também que como motivagédo para a introdugao dos conceitos iniciais
de matrizes fosse utilizada “A matriz magica”, apresentada em Gardner ( 1993, p. 71). Esta é
uma matriz quadrada organizada de tal forma que o professor pode “adivinhar” a soma (ou
produto) dos elementos escolhidos pelos alunos. O aluno deve escolher um e apenas um
elemento em cada linha e coluna. As palavras linha e coluna nao precisam ser utilizadas
quando da realizacdo da “brincadeira”, utiliza-se neste caso o tragado de linhas horizontais e
verticais. Sem olhar, o professor sabe dizer qual é a soma dos numeros escolhidos pelos

alunos.

Os conceitos bésicos da teoria de matrizes, como adigdo, subtracao,
multiplicacao por escalar e multiplicacdo de matrizes deverao ser obtidos pelos préprios alunos.
O aluno deve ter participacao ativa no “redescobrimento” destas operagdes e suas principais
propriedades. Sem duvida, a multiplicagdo de matrizes € o conceito mais dificil de ser
compreendido pelos alunos neste nivel de escolaridade.

Em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas a
transformacdes lineares e o produto de duas matrizes é naturalmente definido como a matriz
associada a composta de duas transformacdes lineares. Para o ensino médio este conceito
deve ser introduzido através de exemplos mais simples e nao é facil para os alunos aceitarem

naturalmente a tao “estranha” multiplicacdo entre matrizes.

Tanto para a sistematizacao da soma, subtragdo, multiplicagdo por escalar como
produto de matrizes, utilizamos problemas “reais”, os quais induziram os alunos a construgao

destes conceitos matematicos.

As maiores dificuldades das professoras com referéncia ao ensino deste tépico,

como ja era esperado, foram:
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demonstrar aos alunos a aplicabilidade dos conteldos. Para que serve, sem se
prender a técnicas de resolugdo esquecendo da interpretacdo, do raciocinio, etc.
(Professora A).

mostrar a aplicagéo préatica. Responder o “para que aprender?” e o “onde se usa?”
(Professora B )

O TOPICO DETERMINANTES

Nocdes ligadas a determinantes sdo conhecidas desde 250 A.C., os chineses
utilizavam estas nog¢des no desenvolvimento de técnicas para a resolugdo de sistemas
lineares. Apenas no século XIX é que os determinantes passaram a ser estudados mais
sistematicamente, principalmente pelo matematico francés Cauchy — o inventor das matrizes.
Cauchy foi quem deu o0 nome de determinante a fungdo que a uma matriz associa um namero.
E foi Cayley em 1841, quem criou a notacdo usual — um quadrado de numeros com duas
barras. Nesta mesma época o matematico francés Binet demonstrou o teorema da
multiplicacdo de determinantes. Significativas contribuicdes para a teoria de determinantes
foram obtidas pelo matematico aleméao Jacobi (1804-1851).

Nos dias atuais, o uso de determinantes como um numero associado a uma
matriz quadrada mostra-se muito Util para caracterizar muitas situagées, como a de saber se
uma dada matriz é inversivel, se um sistema linear admite ou nao solugéo, se trés pontos do
plano cartesiano estdo alinhados, célculo da area de um triangulo determinado por trés pontos
do plano cartesiano e etc. Entendemos ndo ser necessario a apresentacdo de todas as
propriedades sobre esta teoria. As principais propriedades devem surgir naturalmente da
resolucdo de problemas. Neste nivel de escolaridade, os alunos devem ser capazes de
confirmar uma certa propriedade. Nao se deve exigir a rigorosa demonstracdo matematica
destas propriedades. Nem todos os alunos que concluem o ensino médio seguirdo carreira na
area de ciéncias exatas, muitos destes, se quer terdo a oportunidade de ingressar em um curso
de nivel superior. Um estudo matematico rigoroso sobre determinantes envolve muitos
simbolos, o que dificulta em muito a sua leitura e compreensdo. A idéia basica é utilizar a
resolucdo de problemas, para de uma maneira simples, introduzir este importante conceito

matematico.

Para a introdugé@o do conceito de determinante de uma matriz 2 x 2, sugerimos
que o professor utilize o Método da Substituicdo para a resolugdo de um sistema linear com 2
equagoes e 2 incégnitas. Deixando as “contas” apenas indicadas, surge a Regra de Cramer e
os 3 determinantes envolvidos no processo. Isto pode ser generalizado para um sistema com 3
equagodes e 3 incognitas, embora 0 niumero de operagdes necessarias neste caso seja muito
grande.
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Infelizmente, as professoras nao tiveram tempo de trabalhar este conteudo. A
Professora A mencionou em seu relatério final que pretende apresentar este tépico no inicio do
ano letivo de 2007 e a Professora B trabalhou apenas a definicdo de determinantes para
matrizes 2 x 2 e 3 x 3, usando a Regra de Sarrus.

CONCLUSOES FINAIS

Segundo Polya (1986),

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma pitada de
descoberta na resolugéo de qualquer problema. O problema pode ser modesto, mas
se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o
resolver por seus proprios meios, experimentara a tensdo e gozard o triunfo da
descoberta. Experiéncias tais, numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo
trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater (POLYA,
1986, prefacio 12 edicio).

A utilizagdo da metodologia de resolu¢do de problemas em sala de aula é mais
“ruidosa”, caracteristica do trabalho em grupo. O professor deve procurar formas de motivar os
alunos, pode oferecer prémios e criar uma disputa entre grupos. Sempre existirdo aqueles
alunos desinteressados. Agora, com o0 conhecimento que o professor tem da sua classe,
saberd dispersar estes alunos entre os varios grupos. Nunca se deve formar um grupo apenas
com alunos desmotivados e desinteressados. Com o propésito de vencer cada etapa (resolver
0 problema) os préprios componentes do grupo irdo exigir uma participacao efetiva de todos,
para o cumprimento daquela tarefa.

Nesta metodologia, o aluno torna-se ativo na construcdo de seu proprio
conhecimento. Segundo os PCN, (1997, p. 129), “a postura do professor de problematizar e
permitir que os alunos pensem por si mesmos, errando e persistindo, é determinante para o
desenvolvimento das competéncias juntamente com a aprendizagem dos conteudos

especificos”.

O que buscamos com este trabalho foi 0 desenvolvimento do raciocinio dedutivo
do aluno e ndao a memorizagdo de férmulas. A memorizagcdo pode ser temporaria, mas o
desenvolvimento do raciocinio é para toda a vida. Procuramos, além de obter dos alunos um
melhor desempenho em matematica, poder estar contribuindo com a formagéao plena do
cidaddo. Quantos sao os problemas e quantas séo as decisdes que devemos tomar a cada dia

de nossa vida?
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Para os PCNs (2000),

em um mundo onde as necessidades sociais, culturais e profissionais ganham novos
contornos, todas as areas requerem alguma competéncia em Matemética e a
possibilidade de compreender conceitos e procedimentos matematicos é necessaria
tanto para tirar conclusdes e fazer argumentacdes, quanto para o cidadao agir como
consumidor prudente ou tomar decisdbes em sua vida pessoal e profissional. A
matematica do Ensino Médio [...] ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio
dedutivo [...] € uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas
especificas em quase todas as atividades humanas (BRASIL — a, 2000, p. 40).

Dos relatérios das duas professoras e também dos alunos, percebe-se a boa
aceitacao desta forma de trabalho, os alunos mostraram-se mais interessados em participar
das atividades propostas. Obviamente, isto € muito pouco para se mudar o atual quadro da
educagao em Matematica na nossa regiao. Os professores devem participar anualmente de
cursos de formagdo continuada, incentivados pela Diretoria Regional de Ensino, o que nem
sempre acontece. Os professores devem receber um salario digno, condizente com a
importancia da posi¢ao social que ocupam dentro da sociedade. As duas professoras que
participaram deste projeto ministravam mais de 40 horas/aula semanais. As duas professoras
trabalhavam em duas cidades diferentes, distante uma da outra de aproximadamente 50 Km.
Como exigir destes profissionais, um tempo maior para preparar suas aulas. Nesta
metodologia, o professor deve “inventar” problemas interessantes e motivadores, para que a
sua resolugao produza a construgao do conceito matematico. Nao existe atualmente disponivel
no mercado, livros didaticos com este objetivo.

As duas professoras também participaram no ano de 2006 do projeto on-line,
"Ensino Médio em Rede", que é um programa de formacdo continuada desenvolvido pela
Secretaria de Estado da Educacgédo de Sao Paulo e pela Fundagao Vanzolini. O conteddo desse
projeto esta voltado para o desenvolvimento curricular no Ensino médio e pressupde o uso dos
ambientes de ensino e aprendizagem e as midias e tecnologias da Rede do Saber e do projeto
"Pratica de Leitura".

Deveria existir também uma melhor fiscalizagdo nas escolas de licenciatura.
Anualmente milhares de professores sdo formados em escolas de qualidade duvidosa e
“‘jogados” no mercado. Os PCN+ estabelecem trés motivos para se discutir a formagéao inicial
de docentes,

Primeiro, [...] crbnicos e reconhecidos problemas da formagdo docente constituem
obstaculos para o desempenho do professor, [..] Segundo, as novas orientagbées
promulgadas para a formagéo dos professores ainda ndo se efetivaram, [...] Terceiro, a
formacéao profissional continua ou permanente do professor deve se dar enquanto ele
exerce sua profissdo (PCN+, 1997, p. 139).

Segundo Polya (1997),

ninguém pode ensinar o que nao aprendeu (POLYA, 1997, p. 2)
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No nosso entender, ninguém pode ensinar 0 que nao sabe, provavelmente vai
ensinar errado. Um professor dedicado a sua profissdo, tera condicbes de continuar
aprendendo pelo resto de sua vida. Quantas sdo as inovagbes tecnoloégicas que devemos
assimilar para o bom desempenho de nossas atividades diarias. Uma escola de boa qualidade,

deve fazer com que o aluno aprenda a aprender.

Nao advogamos que a Resolugcédo de Problemas é a unica e melhor forma para
se ensinar matematica, esta é uma alternativa dentre muitas outras, que se bem trabalhada
podera favorecer o processo de ensino e aprendizagem. Nesta metodologia, o aluno torna-se
agente da construcao do seu proprio conhecimento, pelas conexdes que estabelece com seu

conhecimento prévio num contexto de resolu¢do de problemas.

Mudar a forma de se ensinar matematica é tarefa ardua e lenta; mas s6 depende
de nds, professores.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BATANERO, C. DidActica de la Estadistica. Granada. Universidad de Granada, ESP, 2001,
210p.

GARDNER, M. Ah, apanhei-te. Lisboa: Gradiva, 1993, 244p.

GRANDO, R. C. e FAZZION, M. F. Algebra e Geometria na Resolugdo de um Problema
Classico em Matematica: o problema dos cubos pintados. Revista de Educacao Matematica —
SBEM - SP, n. 6 e 7, p.23 - 6, Catanduva - SP, 2001.

MENDONGCA. M. C. D. Problematizagdo: um caminho a ser percorrido em Educagdo
Matematica. Campinas: UNICAMP, 1993, Tese de Doutorado.

ONUCHIC, L. R. Ensino-aprendizagem de Matematica através da resolugéo de problemas. In:
BICUDO, M.A.V. (Org). Pesquisa em Educacdo Matematica: Concepgdes & Perspectivas.
Editora UNESP, Sdo Paulo(SP), p. 199 - 218, 1999.

POLYA, G. A arte de resolver problemas. Primeira reimpressao. Traducao e adaptagcdo de
Heitor Lisboa de Araujo. Rio de Janeiro: Interciéncias, 1986.

. Sobre a resolugado de problemas de matematica na high school. In: KRULIK, S. E
REYS, R. E. (Org). A resolugdo de problemas na matematica escolar. Tradugéo de Domingues,
H. H. E Corbo, O. 42 reimpresséo. Sdo Paulo: Atual Editora, 1997, 342p.

PONTE, J. P.; BROCARDO, J.; OLIVEIRA, H. Investigagcbes Matematicas na Sala de Aula.
Belo Horizonte: Auténtica, 2003, 151p.

SCHOROEDER. T. L., LESTER Jr., F. K. Developing Understanding in Mathematics via
Problem Solving. TRAFTON, P. R., SHULTE, A. P. (Ed.). New Directions for Elementary School
Mathematics. National Council of Teachers of Mathematics, 1989. (Year Book).

SECRETARIA DE EDUCACAO MEDIA E TECNOLOGICA. PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS — PCN,: Matematica. MEC, Brasilia, 1997.

a. PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS: ensino médio — Parte Ill. MEC,
Brasilia, 2000.

b. PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS: ensino fundamental - Matematica.
MEC, Brasilia, 1997.

263



