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INTRODUCAO

Este Caderno de Questdes — Calculo I, que faz parte do Projeto Newton,
traz a experiéncia da equipe de elaboragdo das listas de exercicios, com os
professores Marcio Lima do Nascimento e Edilson dos Passos Neri Junior.

O Projeto Newton é um conjunto de agdes para que as disciplinas de
Calculo I e Calculo II sejam ministradas para todos os alunos dos cursos de
engenharia da UFPA, com uma turma pela manhd e outra a tarde, com dois
professores com experiéncia no ensino de calculo diferencial e integral, para um
auditorio de cerca de 300 alunos mais uma sala remota de 80 alunos. As aulas
sdo filmadas por uma equipe de midia e comunicacdo e transmitidas ao vivo no
site da UFPA, com possibilidades dos alunos colocarem suas duavidas usando
microfone especifico tanto na sala presencial quanto na sala remota. Ou seja, o
aluno que ndo puder assistir a aula presencialmente pode eventualmente assistir
de casa. Além disso, as aulas sdo editadas e ficam disponiveis no repositério da
Assessoria de Educacdo a Distdncia para quem quiser rever as aulas. Existe um
plantdo de duvidas presencial com um equipe de monitores, além de
possibilidade de acesso ao projeto pelo Facebook. Os professores que elaboram
as listas de exercicios semanais sdo diferentes do professor que ministra as
aulas. O objetivo principal é que as listas tenham uma relagdo com as aulas
ministradas mas também um link com os préximos assuntos e apontar exercicios
importantes do livro texto, além de propiciar um banco de questdes de calculo
cada vez maior.

A estrutura de cada capitulo tem as mesmas caracteristicas: 1) Tépicos
abordados nos exercicios; 2) Métodos e Técnicas; 3) Enunciado dos Exercicios;
4) Sugestdes; 5) Respostas.

A cada semana, as listas eram sempre submetidas ao professor da
disciplina para aprovacao, antes de ser postado na Plataforma Moodle, em que os
alunos tinham um prazo determinado para postar as resolu¢des dos exercicios.

Foi um trabalho muito interessante e de colaboracao com toda a equipe
do projeto e participar das reunides foi também um aprendizado para os autores
deste caderno. O objetivo principal foi proporcionar uma discussao mais ampla
entre a equipe no que tange aos assuntos abordados durante a semana e o que
tem adicional a ser levado em conta, além de elaborarmos exercicios com
assuntos que o aluno ainda veria nas préximas aulas, alertando-o para novos
assuntos. A seguir faremos algumas considera¢des sobre o ensino de Calculo I na
UFPA e seus desafios com consideragdes mais especificas dos autores.

O Projeto Newton na UFPA chegou apés cerca de 10 anos de certas
mudangas nos projetos pedagogicos, algumas consideradas pelos autores
equivocadas que atingiram fortemente os cursos de engenharia da instituicao.
Alguns cursos tiveram desempenho abaixo do esperado e deixaram a instituicao
em alerta. Por outro lado, um raciocinio tinha bastante eco na nossa instituicao:
de que os altos indices de reprovacao em Calculo Diferencial e Integral tinham
origem no excesso de conteudo dado pelos docentes da matematica e pouca
aplicagdo da matematica nas areas especificas eram vistas nesta parte basica do
curso. De certa forma isso eximia os docentes da responsabilidade pelo fraco
desempenho dos alunos. Ouviamos colegas professores dizerem: esses meninos



chegam na universidade com duvidas em soma e divisdo de fragdes, como
podemos falar de derivada e integral? Acreditamos que um(a) professor(a)
doutor(a), com experiéncia em matematica avancada em varios niveis, pode e
deve dar uma solucdo a este problema. Ele(a) é a pessoa mais qualificada para
transformar esse aluno e fazé-lo dar um salto e conseguir entender de
operagoes entre fragdes e mais ainda: operacdes entre funcoes.

Um exemplo mais passivel de polémica foi feito na Engenharia Civil. Na
mudanca do projeto pedagégico, foram tiradas todas as disciplinas de
matematica da grade curricular e criadas apenas duas disciplinas: Matematica
Aplicada a Engenharia 1 e Matematica Aplicada a Engenharia II. Mas como
“aplicar “ se eu ainda nao sei a matematica do calculo? Ir direto ao computador
sem teoria é um outro equivoco. Sabemos que qualquer aluno da China, Siria,
Afeganistdo, Noruega, Brasil ou qualquer lugar do mundo, deveria fazer um
curso de calculo no mesmo nivel de exceléncia e exigéncia que um curso de
engenharia exige.

No Projeto Newton o aluno tem aula com um professor com experiéncia
no Calculo, além de toda uma infraestrutura e tecnologia a seu dispor, para que
possa estudar e tirar suas duvidas utilizando todos os recursos de midia
existentes no projeto. De fato, temos as TICs funcionando a favor do aluno e da
aprendizagem.

Para dar aula de matematica essencialmente tem que gostar muito de
resolver problemas de matematica, sentir prazer com isso e com as descobertas
que os alunos fazem. Fazer com que o aluno fique com a impressao de que a
matematica é decorar formulas é um crime, que ainda muito em voga em muitas
escolas por ai.

Segundo Liping Ma, que estudou um ndmero significativo de professores
de matematica americanos e chineses, temos que “compreender a chave para a
mudanga: independente da sua forma, as interagdes na sala de aula devem centrar-
se na matemdtica substantiva” (Ma, 1999). Na sala de aula centrada no
pensamento e debate dos alunos, as criangas dividem-se regularmente em
pequenos grupos onde trabalham os problemas em conjunto, enquanto o professor
passeia pela sala procurando ouvir questées matemadticas significativas e
considerando que tipo de intervengdo, se alguma, é apropriada. E quando as
criangas se retunem para comparar suas idéias e solugées, as perguntas do
professor facilitam o debate. (Schifter, 1996). Temos a convic¢dao de que isso pode
ser feito com adultos nos cursos de graduacao e pode proporcionar descobertas
matematicas . Algumas experiéncias ja estao sendo feitas em outros paises e até
em universidades estilo Princeton e Caltech. Com o tempo também pode ser
realizado no projeto Newton, mesmo com esse niumero grande de alunos.

Enfim, consideramos que este projeto é certamente inovador, com
formato inédito no Brasil e pode gerar grandes resultados no ensino de
matematica com auxilio da tecnologia, se toda a equipe estiver comprometida.

Os autores
Dezembro de 2015
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Modelagem e
Interpretacdo de
Problemas utilizando
funcgdes

Operagoes e
Transformagdes de

Funcdes

Em todas as questdes citadas tem-se a modelagem de pro-

blemas por fungdes:

Na questao citada tem-se a interpretagdao grafica do pro-

blema:

Nas questdes citadas efetua-se as operagdes de fungdes:

Nas questOes citadas efetua-se as transformacdes de fun-
coes a partir de fungdes conhecidas:
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Considere o seguinte intervalo:
I = (—oo,—\/z) U (\/§,+oo).

(a) Descreva o complementar desse conjunto (ou seja, o es-
paco todo R menos esse intervalo). Denote por I esse

conjunto.

(b) Ointervalo I; = (-2,2) esté contido em 1¢? Justifique.
(c) Descreva I, N I€.

(d) Para cada intervalo ou unifo de intervalos nos itens anteri-

ores, verifique se sao limitados, abertos ou fechados.

Transforme para a notagdo de intervalos os seguintes con-

juntos:

() A={xeR[x*+2x—-12>0}.

(b) B={xeR|[x-1|-|x+2]| > x}.

Se f e g sdo duas fungdes pares, f + g € par? Se f e g sdo
funcdes impares, f + g é impar? O que se pode dizer se f for par

e g for impar? Justifique sua resposta.

Um avido voa a uma velocidade de 350 km/h, a uma alti-
tude de 1 km e passa diretamente sobre uma estacio de radar no

instante ¢ = 0.

(a) Expresse a distancia horizontal de voo d (em quildmetros)

como uma fungdo de 7.

(b) Expresse a distincia s entre o avido e a estacdo de radar

como uma fungdo de d.

(c) Use a composicao de funcdes para expressar s em fungao
det.
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Nesta questdo vamos fazer uma brincadeira da MATEMA-

gréifico. Boa Sorte !

TECA da USP chamada CAIXA DE FUNCOES: temos abaixo
16 funcdes e 16 graficos. O objetivo é simplesmente associar

cada letra correspondente a uma func¢do a sua caixa contendo o

gx) =cf(x), c>1

gx) =cf(x?), ¢>0

Jx)

—_ >0
1 +cx?

g(x) =

gx) =cf(x), ¢>0

gx)=f(x)+c, c<0

g(x):cfxf(t)dt, c>0
0

gx)=f(x-¢c), ¢c>0

sw=r(3), e>1

gx)=cxf(x), ¢c>0

gx) = f(x7)

gx)=f(x+c), ¢>0

gx) =cf(x)% ¢>0

gx) =cylf()l, ¢>0

gx)=cx+ f(x), ¢>0

gx)=c—f(x), ¢>0

g(x) = flc=x), ¢<0
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Soee Modelar um comportamento passo a passo:

No livro Jogos Vorazes o Estado controla totalmente a vida dos
cidaddos, ou seja, € uma ditadura. Imagine uma sociedade pare-
cida com essa, onde o Estado controla a riqueza inicial da pessoa
quando nasce e a riqueza final desta pessoa quando morre. Ou
seja, se o cidaddo nasce com uma riqueza familiar de x, ele deve
morrer com uma riqueza de f(x), onde f € uma funcdo do inter-
valo [0, 1] no intervalo [0, 1]. Aqui a riqueza é medida em milhao
de ddlares, de 0 a 1 milhdo de ddlares de patrimdnio. Seria uma
espécie de extremo controle da desigualdade social (para o bem
ou para o mal). Vejamos alguns casos de riquezas e seus destinos
durante a vida:

e (0.25) =0.75

(nasce com 250 mil reais e morre com 750 mil);
e (0.5 =1

(nasce com 500 mil reais ¢ morre com 1 milhéo);

e £(0.933) =0.25

(nasce com 933 mil reais e morre com 250 mil).

Baseado nessa estdria responda as seguintes indagacdes:

(a) Plote os pontos acima no eixo cartesiano; com iSso voce
percebera claramente que nao se trata de uma fungao linear
do tipo g(x) = kx.
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(b)

(©

(d)

(e

()

(a)

(b)

(a)
(b)

Multiple a fungdo g(x) = kx por um fator de reducio
(1 — x) e obtenha a segunda tentativa de fun¢do, que cha-

maremos de f, que pode descrever o modelo acima.

Como ¢é chamada essa func@o? Baseado nos trés pontos
dados, esboce o gréfico. Depois obtenha a expressao de f.

Baseado no esboco, em que intervalo a fun¢ado cresce? Em
que intervalo f decresce? Como vocé interpretaria esses
intervalos em termos do modelo?

O que vai acontecer com alguém que nasce com um milhao

de ddlares?

Neste modelo, existe alguém que nasce e morre com O
mesmo patrimdnio, ou seja, tem patrimdnio fixo? Caso

exista, descreva esse ponto com sua imagem.

Baseado no modelo do exercicio anterior, responda:

O que acontece com a fung¢do f quando x se aproxima de
1?

O que acontece com a funcdo f quando x vai diminuindo

para 0, ou seja, se aproxima de O pela direita?

Encontre f+g, f —g fg e f/g e determine seus dominios.

f(x) = x5+ 2x2 g(x) = 3x2 - 1;
f(x)=V3—-x g(x) = Vx2 - 1.

10



Represente na reta cada intervalo.

Na primeira parte, encontre as raizes e
estude o sinal. Na segunda parte, use a de-
finicdo de mddulo e estude o sinal do lado

esquerdo da desigualdade.

Verifique se as fungdes satisfazem a
defini¢cdo de paridade.

Represente o problema no sistema car-

tesiano com o radar na origem.

11

Proceda por eliminagdo observando
conceitos de translagcdo, rotagdo, homotetia,
paridade e outras propriedades.

Plote os pontos e observe o comporta-

mento da fungdo.

Apenas observe o grafico do item an-

terior.

Estude o sinal de cada termo represen-
tando na reta real.



Considere o seguinte intervalo:
[ = (=00,—V2) U (V2,+0).

(a) Descreva o complementar desse conjunto (ou seja, o espaco todo R menos esse intervalo).
Denote por I€ esse conjunto.

Solucao:

© ©
-V2 V2

I=(-00,—v2) U (V2,+0)

V2

5

I¢ = [-V2,V2]

(b) Ointervalo I; = (—2,2) estd contido em I¢? Justifique.

Soluc¢ao: Sejam I; = (-2,2) e I€ = [- V2, \/E]. Como 1 < V2 < 2, temos:

L 2 @

-2 V2

Portanto, I; ¢ I€.

(c) Descreva I, N I€.

Solucao:
L O=[-v2ve]
L= (-2,2)
? L nI®=1I° é

12



(d) Para cada intervalo ou unido de intervalos nos itens anteriores, verifique se sdo limitados,

abertos ou fechados.

Solucao:

— O intervalo I é aberto pois, para todo x € I, temos que x < — V2 ou x > V2. Além

disso, I € ndo limitado, pois nao estd contido em um intervalo fechado.
— O intervalo I€ é fechado e limitado pois, para todo x € I€, temos que — V2 < x < V2.

— O intervalo /; € aberto pois, para todo x € I, temos que -2 < x < 2. Além disso, 11 €

limitado pois, I; C [-2,2].

Transforme para a notacdo de intervalos os seguintes conjuntos:
(@) A={xeR[x>+2x—-12>0).
Solucdo: Temos que x’ = V2 — 1 e x” = —(V2 + 1) sdo raizes da equacio:

x2+2x—-1=0.

Fazendo o estudo do sinal, temos:

+ - +

7(\/;+1) V2 -1
Portanto, para A = (—o0, — V2 - 17U [\/5— 1,+00).

b) B={xeR||x—=1|—|x+2| > x}.

Solucdo: Temos que:
(x=1), sex=>1
lx—1| =
—(x-=1), sex<1

+2), > -2
xt2| = (x+2), sex
—(x+2), sex<-=-2

Segue que:

|z — 1]

|z + 2| (z+2) (z+2) é—(:1:+2)

e — 1] — |z + 2| 3 ; -2z -1 o3

13



Dai,

3, se x <2
lx—1|—-|x+2] =< 2x-1, se —2<x<1
-3, se x > 1

Sendo f(x) =|x— 1| —|x + 2| e g(x) = x, temos o seguinte grafico:

1 1
Note que P = —5,0 € a intersecdo entre f(x) e g(x) e que para todo x < ~3 temos que

f(x) > g(x). Portanto,

Se f e g sdo duas fungdes pares, f + g € par? Se f e g sdo fungdes impares, f + g € impar?

O que se pode dizer se f for par e g for impar? Justifique sua resposta.

Solucao: Se f e g sdo fungdes pares, entdo f + g também € par. De fato, como f(—x) = f(x) e
g(=x) = g(x), temos:
h(x) = f(x) +g(x)

Segue que:

h(=x) = f(=x) + g(=x) = f(x) + g(x) = h(x).

Analogamente, se f e g sdo fun¢des impares, entdo f+g também € impar. Como f(—x) = —f(x)
e g(—x) = —g(x), temos:

h(x) = f(x) +g(x)
Segue que:

h(=x) = f(=x) + g(=x) = —f(x) —g(x) = =[f (%) + g(¥)] = —h(x).

14



Finalmente, se f € uma fun¢do par e g uma fun¢do impar, entdo f + g ndo € par e nem impar.

Como f(—x) = f(x) e g(—x) = —g(x), temos:
h(x) = f(x) +g(x)

Segue que:

h(=x) = f(=x) + g(=x) = f(x) - g(x).

Um avido voa a uma velocidade de 350 km/h, a uma altitude de 1 km e passa diretamente
sobre uma estacao de radar no instante ¢ = 0.

(a) Expresse a distancia horizontal de voo d (em quildmetros) como uma funcao de ¢.

Solucdo: Representando graficamente o problema, temos que a reta y = 1 representa a traje-

téria do avido, o ponto (0,0) o radar e o ponto (d, 1) a localiza¢do do avido.

d AVIAO
Py

\
¢

RADAR| 0 1 2 3 %

Utilizando a férmula da velocidade média, temos:

v:§=>d:vt:d:350t.

(b) Expresse a distancia s entre o avido e a esta¢ao de radar como uma funcao de d.

Solucao: Pelo Teorema de Pitdgoras, temos:
sP=d*+1=> 5= Vd*+1.

(c) Use a composi¢ao de fungdes para expressar s em funcgao de 7.

Soluc¢ao: Fazendo a composicao das fungdes obtidas em (a) e (b), temos:

s=Vd?+1=s=/(350)2 + 1.

15



Nesta questdo vamos fazer uma brincadeira da MATEMATECA da USP chamada CAIXA
DE FUNCOES: temos abaixo 16 fungdes e 16 graficos. O objetivo é simplesmente associar cada

letra correspondente a uma funcao a sua caixa contendo o grafico. Boa Sorte !

Algt)=cfx), c>1 B |g(x) =cf(x?), ¢>0

C g(x):%, c>0 D|g(x)=cf(x) !, ¢>0
E|gx)=fx)+e, ¢<0 F g(x):cfoxf(t)dt, >0
G|gkx)=flx—c), c>0 H g(x):f(g), c>1
Iglx)=cxf(x), ¢>0 J | g(x)=f@xh

K |gx)=fx+c), ¢>0 L | gtx) = cf(x)? ¢>0

M|gx)=c+lf(x)|, ¢>0 N|gx)=cx+ f(x), ¢>0

O|gx)=c—f(x), ¢c>0 P|lgx)=f(c—x), ¢<0

16
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Solucao:

Funcéo | Grafico
7
13
3
16
5
11
12
4
2
14
6

10
8

U O|Z|Z|C|R|I=|~|E|Qm|mTQ W >

15

Modelar um comportamento passo a passo:

No livro Jogos Vorazes o Estado controla totalmente a vida dos cidaddos, ou seja, € uma ditadura.

18



Imagine uma sociedade parecida com essa, onde o Estado controla a riqueza inicial da pessoa quando
nasce € a riqueza final desta pessoa quando morre. Ou seja, se o cidaddo nasce com uma riqueza
familiar de x, ele deve morrer com uma riqueza de f(x), onde f € uma funcdo do intervalo [0, 1]
no intervalo [0, 1]. Aqui a riqueza é medida em milhdo de dodlares, de 0 a 1 milhdo de ddlares de
patrimOnio. Seria uma espécie de extremo controle da desigualdade social (para o bem ou para o

mal). Vejamos alguns casos de riquezas e seus destinos durante a vida:

e 1(0.25) =0.75

(nasce com 250 mil reais e morre com 750 mil);
e (0.5 =1

(nasce com 500 mil reais e morre com 1 milhdo);

o £(0.933) = 0.25

(nasce com 933 mil reais e morre com 250 mil)

Baseado nessa estoria responda as seguintes indagacgdes:

(a) Plote os pontos acima no eixo cartesiano; com isso vocé perceberd claramente que ndo se trata

de uma funcdo linear do tipo g(x) = kx.

Solucao:

0.5 4

(b) Multiple a funcdo g(x) = kx por um fator de redugdo (1 — x) e obtenha a segunda tentativa de
func¢do, que chamaremos de f, que pode descrever o modelo acima.

Solucdo: f(x) = (1 —x)-g(x) = (1 —x) - kx = k(x — x?).

(c) Como ¢é chamada essa funcdo? Baseado nos trés pontos dados, esboce o grafico. Depois

obtenha a expressdo de f.

19



(d)

(e)

Solucdo: Funcdo Quadritica. Para obter a expressdo de f, utilizamos os pontos dados e

obtemos o seguinte sistema:

0,75
1

a.0,25%2 + b.0,25 + ¢
a.0,52 +b.0,5+ ¢

Resolvendo o sitema acima (sugestdo: utilize os nimeros decimais na forma fraciondria para
facilitar o cdlculo), obtemos aproximadamente a = —4, b = 4, ja que pelo item anterior, temos
que ¢ = 0. Portanto, f(x) = —4x? + 4x.

0.5 1

025 4nenes , ......................... . ........................................... ¢

Baseado no esbogo, em que intervalo a funcdo cresce? Em que intervalo f decresce? Como

voceé interpretaria esses intervalos em termos do modelo?

Soluc¢ao: Calculando as coordenadas do vértice, obtemos

x,=0,5ey,=1,0.

Calculando as raizes da fun¢do, obtemos

x'=0,0e x” =1,0.

Assim, para x € (—00,0.5], f(x) é crescente. Especificamente para o problema, pessoas que
nascerem com riqueza no intervalo 0.0 < x < 0.5, ao final da vida, terdo um valor maior do
que quando nasceram. Além disso, para x € [0.5,+00), f(x) é decrescente. Dessa forma,
pessoas que nascerem com riqueza no intervalo 0.5 < x < 1.0, ao final da vida, terdo um

valor menor do que quando nasceram.

O que vai acontecer com alguém que nasce com um milhao de ddlares?

Solucio: Pessoas que nasceram com 1 milhdo de ddlares, ao final da vida terdao 0,0 ddlares,
pois:
f(1) =-4.1>+4.1=0.
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(f) Neste modelo, existe alguém que nasce € morre com 0 mesmo patrimonio, ou seja, tem pa-
trimoOnio fixo? Caso exista, descreva esse ponto com sua imagem.

Solucdo: Pessoas que tem seu patrimonio fixo, serdo representadas por pontos na forma (x, x),
ou seja, pertencem a fungcdo g(x) = x. Claramente, a fun¢do g(x) € uma funcdo afim e
intersecta a pardbola em dois pontos, conforme o grafico abaixo:

0.5 4

025 4eeeercfenrinnnrinnnnnnns ........................ ........................................... e

Neste caso,
—4x*> +4x =x

Assim, temos que as raizes dessa equagao sao:

3
=0 "===0,75.
x e x’ =7

Portanto, pessoas que nasceram com 0,0 délares ou 750 mil délares, possuem patrimonio fixo.

Baseado no modelo do exercicio anterior, responda:

(a) O que acontece com a funcdo f quando x se aproxima de 1?

Solucdo: Quando x se aproxima de 1, f(x) se aproxima de 0,0.

(b) O que acontece com a fun¢do f quando x vai diminuindo para 0, ou seja, se aproxima de O
pela direita?

Solucao: Quando x se aproxima de 0, f(x) se aproxima de 0,0.

Encontre f + g, f — g fg e f/g e defina seus dominios.
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(@) f(x)=x>+2x?

g(x) =3x>—1.

Solucdo: f(x) +g(x) = (3 +2x2) + Bx> = 1) = x> +5x% - 1

D=R

fx)—gx) =3 +2x) -GBx2 -1 =x>-x2+1

D =R

F)xgx) = (3 +2x3) x Bx?—1) =3x° + 6x* — x3 = 2x2

f(x)  xP+2x7

g(x)  3x2-1

(b) f(x)=V3-x

D =R

3
. Temos que 3x% — 1 # 0, logo x # iT

D:{xERlxiig}

g(x) = Vxz-1.

Solucdo: Temos que para f(x), 3 — x > 0 e para g(x), x> — 1 > 0. Segue que:

f)£g(x) =(V3-x)=(Vx2-1)

i i
1 1

A:3—2>0 ' .
: 3

' '

1 1

i 3

B:2?-1>0 ¥ o :
-1 i

1 1

i

ANB & % %

1 iy 37

1

D={xeR|x<-loul<x<3}

f)xgx) = (V3-x)x (Va2 -1) = yB-0)(x> - 1)

i i
| |
A:3—x2>0 =~ 4
i 3
| |
| I
1 1
—-1>
B:ux 1>0 1 1 !
I |
1
ANB ¢ ¢ v
21
|

D={xeR|x<-loul<x<3}
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Especificamente, para a fungio abaixo, x> — 1 > 0.

Jx) _ V3-x

g(x) - x2 -1

| ! !
I i i
A:3-x2>0 0 i ot
i i 3
I | |
I | I
2 @ @ ;
B:z"—1>0 Y 1: :
I i i
1 1 1
ANB S & ¢
11 1,
I i

D={xeR|x<-1loul<x<3}
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Limite e continuidade

TS picos aROrdados NOs exerdicios
Tépicos 24

Métodos e Técnicas 25

Enunciados 26
Sugestdes 30
Respostas 31

Cdlculo de limite por definicao;

Inclinacao da reta tangente por limite;

Taxa média de crescimento;

Propriedade de limite e limite no infinito;

Continuidade de uma fungao;

Teorema do Valor Intermediario e do Confronto;

ContelGdos essencials para resolugdo dos
exercicios

e Funcdes e suas propriedades;

e Limite e suas propriedades;
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Teorema do Valor

Intermediario

Propriedades
Operatorias de Limite,
Limites Laterais e

Limite no Infinito

Teorema do Confronto

Na questao citada usa-se o Teorema do Valor Intermediario

para mostrar o que se pede:

Na questdo citada tem-se o uso das propriedades operat6-
rias de limite:

Nas questdes citadas usa-se limites laterais:

Na questdo citada usa-se limite no infinito e suas proprie-

dades para obter as assintotas verticais:

Na questao citada usa-se o Teorema do Confronto para ob-

ter o limite dado:
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Um tanque com capacidade para 1000 litros de dgua € dre-

nado pela base em meia hora. Os valores na tabela mostram o

volume V de dgua remanescente no tanque (em litros) apds ¢ mi-

nutos.

t(min) | 5 | 10 | 15 | 20 |25 30
V(L) | 694 | 444 | 250 | 111 |28 | 0

(a) Se P ¢é o ponto (15,250) sobre o grafico de V, encontre as
inclinacdes das retas secantes PQ, onde Q € o ponto sobre
o grafico com ¢ = 5,10,20,25 e 30.

(b) Estime a inclinacd@o da reta tangente em P pela média das

inclinagcdes de duas retas secantes.

(c) Use um grafico da funcdo para estimar a inclinagdo da
tangente em P. (Essa inclina¢@o representa a razao na qual

a dgua flui do tanque apds 15 minutos).

Encontre um numero ¢ tal que [x —2| < ¢, entdo [4x — 8| <

e,onde e =0,1.

(a) Encontre a inclinacdo da reta tangente 4 curva y = x — x°

no ponto (1,0).
(1) Usando a Definicdo 1: lim M.

X—=a X —da

h) —
(i) Usando a Equagao 2: ]11in}) flxt })z f(x).

(b) Encontre a equagdo da reta tangente da parte (a).

(c) Faca um grafico da curva e da reta tangente em janelas
retangulares cada vez menores centrados no ponto (1,0)

até que a curva e a tangente parecam indistiguiveis.
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O numero N de franquias de uma certa cadeia popular de
cafeterias € mostrada na tabela. (Dados os nimeros de franquias
no dia 30 de junho de cada ano.)

Ano | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
N | 1886 | 2135 | 3501 | 4709 | 5886

(a) Determine a taxa média de crescimento (em cada ano inclua

as unidades)
(i) de 2000 a 2002
(i1) de 2000 a 2001
(ii1) de 1999 a 2000

(b) Dé uma estimativa da taxa de crescimento instantinea em
2000 tomando a média de duas taxas médias de variagdo. Quais
sdo suas unidades?

(c) Dé uma estimativa da taxa de crecimento instantanea em

2000 medindo a inclina¢do de uma tangente.

A figura mostra um ponto P sobre a pardbola y = x° e

um ponto Q onde a perpendicular que bissecta OP e intercepta
o eixo y. A medida que P tende 2 origem ao longo da paribola,
o que acontece com Q? Ele tem uma posi¢do-limite? Se sim,

encontre-a.

27



®®O0O0

® 0OO0O0

® 0OO0O0

Um ponto fixo de uma fun¢do f € um nimero ¢ em seu
dominio tal que f(c) = c. (A fun¢do ndo movimenta c; ele fica
fixo.)

(a) Esboce o grafico de uma funcao continua com dominio [0, 1]
cuja imagem também € [0, 1]. Localize um ponto fixo de f.

(b) Tente fazer o gréfico de uma fun¢do continua com dominio
[0,1] e imagem em [0, 1] que ndo tenha um ponto fixo. Qual é o
obstdculo?

(c) Use o Teorema do Valor Intermedidrio para demonstrar que
toda funcao continua com dominio [0, 1] e a imagem [0, 1] deve

ter um ponto fixo.

Se )lci_r)lgl[f(x) +g(x)]=2e )lci_r>r£11[f(x) —g(x)] = 1, encontre
lim £ (x)g(x)].

Para a funcdo g cujo grafico € dado, diga o valor de cada

quantidade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

¥i

4 /
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(a) tlir(gl_ g();
(b) tlir(r)g g(0);
(© }ijrég(t);
(d tlinzq g(1);
(e tlirg+ g();
(f) }ggg(t);
(2) g(2);

(h) lim g(¢).
t—4

Ceve Determine as assintotas horizontais e verticais da curva
2—x
(xX) = —=.
/ (x = 1)?
@000 Sedx —9 < f(x) < x> —4x + 7 para x > 0, encontre
lim f(x).
x—4
eeocoO Explique por que a funcdo é descontinua em x = 1. Es-

boce o gréfico da funcgdo.

, sex #1
x—1

fx) =

2, se x =1
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A partir do gréfico da fungdo, trace
uma reta tangente ao ponto P e marque outros
dois pontos da reta, para estimar a inclinagao

da tangente em P.
Observe que 4x — 8 = 4(x - 2).

Utilize fatorac¢@o e expansdo ,de modo

a eliminar o denominador.

Estime dois pontos da reta tangente, de
modo que a taxa média de variacdo nesses
dois pontos seja igual a inclinagdo estimada

pela média aritmética das taxas médias de va-

riacdo.
x x* i
Defina M (5,7 e 0(0,a), e utilize

as duas formas de obter a declividade da reta
suporte a QM.

30

Analise fungdes cujo o gréfico inter-
cepta y = x e também funcdes cujo o grafico
ndo intercepta y = x. No caso da demonstra-
¢do, defina a funcdo F(x) = f(x) — x.

Observe que [f(x) + g(x)] + [f(x) -

g(x)] = 2f(x) e determine os limites

lim f(x) e lim g(x).
X—a xX—a

Lembre que o limite s6 existe quando

os limites laterais existem e sdo iguais a ele.

Verifique em que ponto a fun¢do ndo
esta definida.

Aplique o limite nas funcdes da desi-
gualdade.

Calcule os limitescom x — 17 e x —
1.



Um tanque com capacidade para 1000 litros de d4gua € drenado pela base em meia hora. Os
valores na tabela mostram o volume V de dgua remanescente no tanque (em litros) apds ¢ minutos.

t(min) | 5 10 | 15 | 20 | 25| 30
V(L) | 694 | 444 | 250 | 111 |28 | O

(a) Se P é o ponto (15,250) sobre o grafico de V, encontre as inclinacdes das retas secantes PQ,
onde Q € o ponto sobre o grafico com ¢ = 5,10,20,25 e 30.

Solucao:
694 — 250
(1) P=(15,250)e Q = (5,694): m = -5 - —44,4.
444 — 250
(i) P =(15,250) e Q = (10,444): m = To-15 - -38,8.
111 - 250
(lll) P = (15,250) € Q = (20,111) m = m = —27,8.
. 28 — 250
(lV) P = (15,250) € Q = (25,28) m = m = —22,2.
0-250
P = (15,2 = tm = = —-16,6....
(v) (15,250) e Q = (30,0): m 30-15 6,6
(b) Estime a inclinag@o da reta tangente em P pela média das inclina¢des de duas retas secantes.
Solucdo:
- -2
ne B8 oy,

(c) Use um grafico da fungdo para estimar a inclinagdo da tangente em P. (Essa inclinagdo repre-
senta a razao na qual a dgua flui do tanque apds 15 minutos).

Solucao: Seja aproximacdo do grifico que passa pelos pontos dados na questdo e r a reta
tangente ao grafico de f. Vamos estimar os pontos (10,400) e (19,100) em r. Observe que o
angulo de inclinacao de r € obtuso (90t < x < 180f), portanto a declividade de r serd negativa.
Calculando a declividade de r, temos:

400 - 100
19-10

= =33,3...
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1 1
l L
1 |
' 1 i
1 1 0
1 1 0
L >
10 15 19 \

Encontre um ndmero ¢ tal que [x — 2| < ¢, entdo [4x — 8| < €, onde € = 0, 1.

Solucio: Note que:

1
|4x—8|:|4.(x—2)|:4.|x—2|<O,1:>|x—2|<E:5.

1
De fato, tomando § = 10 temos:

1
|x—2|<E:>4.|x—2|<0,1:>|4x—8|<0,1:e.

(a) Encontre a inclinacdo da reta tangente a curvay = x — x3 no ponto (1,0).

(i) Usando a Definicao 1.

Solucao: Usando a defini¢do 1, temos:

= limM
x—a xX—a
o x=-x3-0
m = lim
x—1 x—1
o —x(x=Dx+1)
m = lim
x—1 x—1
m = lim-x?-x
x—1
m = —12-1=-2,
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(i1) Usando a Equagao 2.

Solucdo: Usando a equacdo 2, temos:

. fla+h) - f(a)
m

=1
n h1—>0 h
L [+ = f()
m = lim
h—0 h
 (1+h)-0+h3>-0
m = Ilim
h—0 h
o =2h-3h*+ i3
m = lim
h—0 h
. h(=2-=3h+h?
m = lim
h—0 h
m = lim-2-3h+h?
h—0
m = =2.

(b) Encontre a equacgdo da reta tangente da parte (a).

Solucao:
y—yo = m(x—xq)
y—-0 = 2(x-1)
y = —2x+2.

(c) Faca um gréfico da curva e da reta tangente em janelas retangulares cada vez menores centra-

dos no ponto (1,0) até que a curva e a tangente parecam indistiguiveis.

Solucao:

\

APY P

O ndmero N de franquias de uma certa cadeia popular de cafeterias € mostrada na tabela.

(Dados os numeros de franquias no dia 30 de junho de cada ano).
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Ano | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
N | 1886 | 2135 | 3501 | 4709 | 5886

(a) Determine a taxa média de crescimento (em cada ano inclua as unidades).

(1) de 2000 a 2002;
(i) de 2000 a 2001;
(iii) de 1999 a 2000.

Solucao:
Y N(2002) - N(2000) _ 5886 — 3501
2002 — 2000 = 5 = 1192,5 franquias/ano
(1)

N(2001) — N(2000) _ 4709 — 3501
2001 — 2000 B 1

= 1208, 0 franquias/ano

(iii)
N(2000) - N(1999) _ 3501 — 2135
2000 — 1999 B 1

= 1366, 0 franquias/ano

(b) Dé uma estimativa da taxa de crescimento instantanea em 2000 tomando a média de duas

taxas médias de variacdo. Quais s@o suas unidades?

Solucio:
1208,0 + 1366,0

= 1287,0 franquias/ano.

2
(c) D& uma estimativa da taxa de crecimento instantanea em 2000 medindo a inclina¢do de uma
tangente.
Solucao:

4709 - 2135 2540
2001 — 1999 2

= 1287 franquias/ano.

A figura mostra um ponto P sobre a paribola y = x?

e um ponto Q onde a perpendicular
que bissecta OP e intercepta o eixo y. A medida que P tende 2 origem ao longo da parabola, o que

acontece com Q7 Ele tem uma posicao-limite? Se sim, encontre-a.
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Smwmu&ppuw%xpzwﬁLM(g%ﬂommnmwmmm%mmmapegz(Qm.

Calculando a declividade de OP, temos:

== (1)

Por outro lado, temos que a declividade de QM pode ser calculada da seguinte forma:

_x2/2—a _x2—2a

"ETm0 % @)

De (1) e (2), temos:

1 A 0) 2ol
_— =2 a:>2a:x2+1:>a:x
X X 2

1 1
Portanto, quando x tende a 0, a tende a > Logo a posi¢ao limite de Q é (O, 5)

Um ponto fixo de uma func¢do f € um nimero ¢ em seu dominio tal que f(c) = c. (A

fun¢do ndo movimenta c; ele fica fixo).

(a) Esboce o grifico de uma funcdo continua com dominio [0, 1] cuja imagem também estd em
[0,1]. Localize um ponto fixo de f.

Solucao: Qualquer grafico de fungdes continuas em [0, 1] que intersectam a funcdo y = x
neste intervalo sdo validas. O (s) ponto (s) fixo (s) da funcdo sdo os pontos de interseccao

entre as duas fungdes. Por exemplo:
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(b) Tente fazer o grafico de uma func¢do continua com dominio [0, 1] e imagem em [0, 1] que ndo

tenha um ponto fixo. Qual € o obstaculo?

Solucdo: Qualquer grafico de funcdes continuas em [0, 1] que ndo intersectam a funcdo y = x
neste intervalo sdo vdlidos. Neste caso, como ndo hd intersec¢do dos graficos, neste intervalo

nao havera pontos fixos. Portanto, o obstdculo € a reta y = x. Por exemplo:

(c) Use o Teorema do Valor Intermediario para demonstrar que toda fun¢do continua com dominio
[0,1] e a imagem [0, 1] deve ter um ponto fixo.
Solucao: Considere f uma fung¢do continua no dominio e imagemem [0, 1] e F(x) = f(x)—x.
Se f(0) = 0, entdo 0 é um ponto fixo. Da mesma forma, se f(1) = 1, temos que 1 € um ponto
fixo. Agora, suponha que f(0) # Oe f(1) # 1. Note que F(0) = f(0) — 0 € um nimero
positivo e F(1) = f(1) — 1 é um ndmero negativo pois, por hipdtese, f possui dominio e
imagem em [0, 1]. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe um nimero ¢ em (0, 1) tal que

F(c) = f(c) —c=0. Logo f(c) = c e, portanto, f possui um ponto fixo.

Se )lciggll[f(X) +g(x)]=2e )lcig;l[f(x) —g(x)] = 1, encontre )lcig;[f(x)g(x)]-
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Solucdo: Seja )lcl_r)ltll [f(x)+g(x)] =2e )lcl_r)rtlz [f(x) —g(x)] = 1. Note que:
[f(x) +8(0)] + [f(x) —g(0)] = 2f(x)

Utilizando as propriedades de limites, temos:

lim2f(x) = lim [f(x) +g(0)] + [f(x) - g ()]
21im f(x) = lim [£(x)+g(0] + lim [£(x) - g(®)]
20im f(x) = 2+1

I 0 = 3

Ainda, utilizando as propriedades de limites, temos:

Il
\®)

lim [f(x) + g(x)]

lim f(x) + lim g(x)

Il
)

3
3 +limg(x) = 2

limg(x) = =.

Portanto:

| —
W

3
lim [f(x)g(x] = lim f(x)-limg(x) = >

Para a fun¢do g cujo grafico é dado, diga o valor de cada quantidade, se ela existir. Se ndo
existir, explique por qué.
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(@) Lim g(r)

(b) tl_i>r(1)1+ g(0)

(c) limg(r)
t—0

(@ lim g(1)

() lim g()

() limg(7)
t—2

(8) 8(2)

(b) lim £(7)

Solucao:

(a) lim g(r) = -1
t—0~

(b) lim g(¢) = -2
t—0%

(c) limg(¢) = A, pois lim g(¢) # lim g(z)
t—0 t—0~ t—0*

(d) lim g(¢) =2
t—2~

(e) lim g(r) =0
t—2%

(f) limg(¢) = A pois lim g(¢) # lim g(¢)
t—2 t—2- t—2+

(2) g(2) =1

(h) limg(r) =3

Determine as assintotas horizontais e verticais da curva

2—x
0 = ==
Solucdo: Sendo x # 1, note que:
2—x 1
3 =(2-%) 2
(x=1) (x-=1)
Segue que:
2 — 1
lim L lim2-x)- lim = 1. lim -
x—1t (x — 1)2 x—1* x—1t (x — 1)2 x—1* (x - 1)2

38
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) 2 —
lim
x—1- (x = 1)2

= lim (2~ x) - lim 1- lim +o0

x—1- (_x — 1)2 B x—1- (x — 1)2 h
Portanto, x = 1 é uma assintota vertical. Vamos obter a assintota horizontal. Temos que:

2 - 2
i " T ~ lim — — =0-0=0.
oo (= 1)2 s>t (x— 1)2 x>+ (x — 1)2

Analogamente, temos:
. 2—x
lim =
x—>—c0 (x — 1)2

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

Graficamente, temos:

3.5

25

Se 4x — 9 < f(x) < x> —4x + 7 para x > 0, encontre lirrél1 f(x).
X—

Solucdo: Temos que:

4x—9sf(x)3x2—4x+7:hrri4x—9s1in1f(x)shn1x2—4x+7

Segue que:
7T < lin}t fx) <7

Portanto:
lim f(x) =7
x—4
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Explique por que a fun¢do € descontinua em x = 1. Esboce o grafico da funcao.

, sex#1
x—1
fx) =
2, se x =1
Solucao: Note que:
1
lim = +00
=1t x—1
e
. 1
lim = —00
—l-x—-1
Logo:
1
lim =4
—lx—1
Portanto, f € descontinua em x = 1.
e *
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Definicao de derivada;

Equacio da reta tangente e linearizacdo;

Regras de derivagao;

Primitivacao;

Conteldos essenciais para resolugdo dos
exeraicios.

Limite e suas propriedades;

Regra de L’Hospital;

Regra da cadeia e derivagdo implicita;

Primitiva de uma fungao;
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Regra de L’Hospital

Regra da Cadeia

Regra do Quociente
e

Regra da Poténcia

Primitivacdo

Nas questdes citadas usa-se a regra de L’Hospital para ob-

ter o limite desejado:

Nas questdes citadas usa-se a regra da cadeia e/ou

considera-se y uma fun¢do implicita de x:

Na questao citada efetua-se a regra do quociente para de-

terminar a diferencial:

Na questao citada efetua-se a regra da poténcia para deter-

minar a diferencial:

Nas questdes citadas efetua-se a primitivagdo para encon-

trar o valor da funcao:

42



eeoco Encontre a derivada da func¢do dada usando a defini¢do.

Diga quais sdo os dominios da fun¢ao e da derivada.
(a) f(x) =sen(2x + 3).
(b) f(t) =5t -9
¢eco A figura mostra os gréficos de f, f’, f” e f””. Identifique

cada curva e explique suas escolhas.

abcd

ik

e Mostre que a fung¢do f(x) = |2x — 8| ndo é diferencidvel
em 4. Encontre uma férmula para f” e esboce seu grafico.
*ecc° Calcule:
sen(4x)
im .
x—0 tg(5x)
¢eeo Use a derivacdo implicita para encontrar uma equagao da
reta tangente & curva x> + xy + y> = 3 (elipse) no ponto (1,1).
¢eeo Encontre dy/dx derivando implicitamente.

(a) y5 + x2y3 =1+ yex2

(b) ysen(x?) = xsen(y?)
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(a) A curva com equagio y> = x> + 3x? é denominada Ciibica
de Tschirnhausen. Encontre uma equacao da reta tangente

a essa curva no ponto (1,-2).

(b) Em que pontos essa curva tem uma tangente horizontal?

Calcule a diferencial.

X

(@ y= c+ 1

(b) y= Vx.
Encontre f.

(a) f”(x) = 6x + senx;
(b) f7(t)=1— VI.
Encontre uma funcio f tal que f’(x) = x> e tal que a reta
x +y = 0 seja tangente ao grafico de f.

Encontre o limite

. [x—senx
i (5.

x—=0\ x —tgx

Calcule Ay e dy para x = 1, Ax = 1, y = 4/x. Em
seguida, esboce um grafico, mostrando os segmentos de reta dx,
dy e Ay.

Encontre a linearizacdo L(x) da fun¢do em a.

@ fx)=x>a=1

(b) f(x)=cosx,a=mn/2
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Encontre a primitiva F de f(x) = 1 — 4 cos(2x), tal que
F(m) =n.

Em todos os pontos de uma curva y = f(x) tem-se
que y” = cos(2x) — sen(x). Obtenha a equacdo da curva, se
esta passa pelo ponto (0,1) e a reta tangente neste ponto é

perpendicular areta y — x = 0.

Derive a funcao:

y=In(x+ VxZ-1).
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Utilize a identidade do seno da
soma de dois arcos. Ja para o

. cos(2h) -1
lim ——
h—0 h

faca uma mudanca de varidvel, use o
conjugado e lembre do limite funda-
mental.

Proceda por eliminagdo, obser-
vando o comportamento das func¢des de-
rivadas polinomiais.

Calcule os limites laterais na de-
finicdo de derivada.

Observe a indeterminagdo, apli-
que a regra de L’Hospital.

Isole o termo y’ e aplique o ponto
(1,1) para determinar a declividade da
reta tangente.

Observe que y é uma fungao de x.

Isole o termo y’ e aplique o ponto
(1,—2) para determinar a declividade da

reta tangente.

Derive usando a notagdo de Leibniz.

Lembre que para cada derivada hd uma

familia de primitivas.

Utilize a reta tangente para obter o
ponto de tangéncia.

Observe a indeterminacdo e aplique a
Regra de L’Hospital.

Apenas use a defini¢do.
Use diretamente a definicdo.

Lembre que para cada derivada ha
uma familia de primitivas, e utilize o valor

da fung¢do dado.

Lembre da relacdo entre coeficientes
de retas perpendiculares para obter a segunda
constante.

Fique atento quanto a utilizacdo da
Regra da Cadeia mais de uma vez.
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Encontre a derivada da funcdo dada usando a definicdo. Diga quais sdo os dominios da

funcdo e da derivada.

(@) f(x) =sen(2x +3)

Solucdo: Temos que:

f(x+h)— f(x) sen[2(x + h) + 3] —sen(h)

h h
_sen(2x +3 +2h) —sen(2x + 3)
B h
_sen(2x + 3) cos(2h) + sen(2h) cos(2x + 3) — sen(2x + 3)
- h
_sen(2x + 3)[cos(2h) — 1] + sen(2h) cos(2x + 3) 3)
= - .
Aplicando o limite na equagdo (3), temos:
, o e+ h) - ()
7o) = I
" im sen(2x + 3)[cos(2h) — 1] + sen(2h) cos(2x + 3)
>0 h
3 . cos(2h) -1 . sen(2h)
= sen(2x) }lg% h + cos(2x + 3) }g% PR 4)

Observe que:

cos(2h) — 1 . 2[cos(u) — 1]
— lim ———

lim = (Faca u = 2h. Vejaque quando 7 — 0, u — 0)
h—0 h u—0
= o im0 — 11
u—0 u
- 2.0 (5)
= 0. (6)
Também,
. sen(2h) . 2-sen(2h)
lim = lim ———=
h—0  h h—0 2h
_ 5 lim sen(2h)
h—0 2h
= 2-1
= 2. (7)
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Substituindo esses valores (6) e (7) na equagdo (4), temos:

f(x) =2cos(2x + 3).
(b) f(t) =5t -9
Soluc¢ao: Temos que:

fe+h)—f(t) o 5(t+h) —9(t + h)> — (5t — 9%)
b0 h

"(t) = 1i
f(t) =lim
Segue que:

5t+5Sh—9t> - 18th—9h*> =5t +9t*) . Sh—18th—-9h*> . h(5— 18t +9h)
= lim = lim
h h—0 h h—0 h

‘(1) = li
£ lim
Portanto:

f@ = }lir%(S — 18t +9h) =5 - 18t.

A figura mostra os graficos de f, f’, f” e f”. Identifique cada curva e explique suas
escolhas.

abcd

i

Solucdo: Observe que a curva a corresponde ao grafico de uma func¢do quadrética do tipo y =

ax?. Ao derivar esta funciio obteremos y’ = 2ax, que corresponde a uma fungfo afim, cujo grafico
¢ uma reta. Logo, a curva a ndo pode corresponder a f e a unica possibilidade vélida é que a
represente a curva de f””. De forma andloga obtemos as demais correspondéncias: b corresponde
ao grafico de uma fung¢do polinomial de grau 3, assim como c¢ corresponde ao grafico de uma fungao
polinomial de grau 4 e d corresponde ao grafico de uma funcdo polinomial de grau 5. Assim, temos
a seguinte correspondéncia:
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a | f"”
b| f”
c| f
d| f

Mostre que a fungdo f(x) = |2x — 8| ndo é diferencidvel em 4. Encontre uma férmula
para f’ e esboce seu grafico.

Solucao: Note que:

2x—8, se x >4
fx) =
—-2x-8), se x<4

Vamos calcular as derivadas laterais:

g L@ @x-8-0_ . 5 _,
x—4* x—4 x—4* x—4 x—4*
© 4 2x+8) -0
lig L -f@ . E2x+8H -0 5
x—4- x—4 x—4- x—4 x—4-

Como as derivadas laterais sdo diferentes, logo, ndo existe derivada de f em x = 4. Ainda, a
expressao para definir f” é:

f’(x):{ 2, se x>4

-2, se x<4

Graficamente, temos:
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Calcule:
sen(4x)

im .
x—0 tg(5x)

4
Solucao: Como lim sen(4x) € uma inderteminacao, aplicaremos a regra de L' Hospital. Segue

x>0 tg(5x)

que:

sen(4x) ! 4cos(4x) 4

o0 tg(5x) 0 5sec2(5x) 5

1 = 1 = = 1
pois cos(0) e sec(0) c03(0)

Use a derivacio implicita para encontrar uma equacio da reta tangente a curva x> + xy +
y2=3 (elipse) no ponto (1,1).

Soluciio: Derivando em relacdo a x em ambos os membros de x> + xy + y? = 3, temos:
X%+ Xy + y2 = 3

2x+xy +y+2yy = 0

y(x+2y) = 2x-—y
—2x—y

— . 8

y x+2y ®)

Sendo P(1,1), vamos substir o valor de x e y em (8) para encontrar a declividade da reta. Temos:
,  —2x-y -21-1_
ox+2y 1+21

Segue que:

y=yo=m(x—-xg)=>y-1l=-1(x-1)=>y=-x+2.

Encontre dy/dx derivando implicitamente.

@@ yY+x%y3 =1+ yexz;

Solucdo: Derivando implicitamente y> + x%y3 = 1 + yexz, temos:

54 +2xy? + 3xy?y’ y’e"2 + 2xyex2

S5y*ty +3x%y?y - exzy’ —2xy3 + 2xyex2
y’(5y4 n 3x2y2 _ exz)
2
g = 2y her)
(5y* + 3x2y2 — %)

2xy(—y2 + exz)
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(b) ysen(x?) = xsen(y?).

Soluc¢ao: Derivando implicitamente ysen(x?) = xsen(y?), temos:

y'sen(x?) + 2xycos(x?) = sen(y?) + 2xycos(y?)y’

sen(yz) —2xy cos(xz)

y'sen(x?) — 2xyy’ cos(y?)

y'(sen(x?) — 2xy cos(y?)) sen(y?) — 2xy cos(x?)

, sen(yz) —2xy cos(x?)
y =

sen(x2) — 2xycos(y?)’

(a) A curva com equacdo y> = x> + 3x? é denominada Ciibica de Tschirnhausen. Encontre uma

equacdo da reta tangente a essa curva no ponto (1,-2).

Soluc¢ao: Derivando y2 = x3 + 3x2, temos:

2yy’ 3x% + 6x

;L 3x% + 6x
y = 2y
Substituindo P = (1,-2) em y’, temos:
, 312461 9
YT T
Segue que:
9 -9x+5
y= () =—2(x-D=y= 2 .

(b) Em que pontos essa curva tem uma tangente horizontal?

Solucao: Note que para que uma curva possua uma reta tangente horizontal, o seu coeficiente
angular deve ser igual a 0, ou seja, y’ = 0. Logo:

3x2+6
= T 0532 46x =02 =0 ¢ x” = 2.
2y
Observe que quando x = 0, y = 0, o que ndo convém. Ainda, quando x = -2, teremos y = 2

e y = —2. Assim, os pontos de tangéncia sdo (-2,2) e (—2,-2).
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Calcule a diferencial.

X
(a) y—m,

Solucdo: Veja que:

X . 1
Y= C(x+1)2
Segue que:
d
dy = il .
(x +1)2
(b) y = x.
Solucdo: Note que:
1
_ 3 /
y - \/; = y 3X2/3
Logo:
dx
V=308
Encontre f.

(a) f”(x) = 6x + senx.

Solucdo: Para encontrar a primitiva, vamos aplicar o procedimento inverso ao de derivagao.

Temos:
f’(x) = 6x+senx
f'(x) = 3x*-cos(x)+C
f(x) = x> —senx + Cx + D.

(b) (1) =1~ V.

Soluc¢ao: De forma anédloga ao anterior, temos:

ffo = 1=t
, P2 2
f (l) = 5 - T + C
3 402
f(.X') = g - ? + Cl' +D
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Encontre uma funcio f tal que f'(x) = x> e tal que a reta x + y = 0 seja tangente ao
gréifico de f.

Solucio: Note que:
4

F)=x= fx) = xz +C

e
y=—-x=y =-1
Como x> = —1, temos que x = —1 e, consequentemente, y = 1. Substituindo as coordenadas de
Pem f(x), temos:
1 (=D* +C=C=
4 4
Logo:
f=5
X)=—+-—
4 4
Encontre o limite.
X — senx
lim
x—0 ( X —tgx )
- . [x—senx) , i . .
Solucdo: Temos que hn% (—t) ¢ um indeterminacdo. Neste caso, utilizando a Regra
x— X — 1gx
L’Hospital, temos:
i X — senx i 1 —cos(x)
Iim|——— | = lim|——
=0\ x —tgx x—0 \ 1 —sec?(x)

1 —cos(x)

= lim | ————
=0\ —tg*(x)
A inderteminagdo permanece no limite anterior, logo, aplicando novamente a Regra de L’Hdspital,
temos:
i sen(x)
= lim|-——
=0\ 2tg(x)sec(x)
Como a indeterminagdo permanece, aplicaremos novamente a Regra L' Hospital:

_ (_ cos(x) )
= 2 2(sec?(x)sec2(x) + 2sec?(x)tg2(x))

53



Como cos(0) = 1, tg(0) = 0 e sec(0) = 1, temos:

. X — senx ) cos(x)
lim|[————] = lim|(-
x—=0 \ x — tgx =0\ 2(secZ(x)sec?(x) + 2sec2(x)tg2(x))
1
T 2.(1.1+2.1.0)
B 1
= -3

Calcule Ay e dy para x = 1, Ax = 1, y = 4/x. Em seguida, esboce um grafico, mostrando

os segmentos de reta dx, dy e Ay.
Solucdo: Como x = 1 e Ax = 1, temos que:

Ay=f(x+Ax)—f(x)=2Ay=f1+1)-f(1)=Ay= V2 -1.

Temos também que:
dy 1 J dx

1
= = = =>dy=-.
dx  2vx P T aovx P72

A reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto P(1,1) é:

x 1
y==+=.
2 2
Graficamente:
L O
\/i .................................................................................................
:T:riy/:%
QG=Ay=v2-1}
P ‘e
OO~ s
PG=dz=Axz=1
1 IZ

Encontre a linearizacdo L(x) da fun¢do em a.

@ fx)=xa=1
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Soluciio: Temos que f’(x) = 3x?, entdo

L(x) fla) + f'(a)(x - a)
Lx) = 1+3(x-1)
L(x) 3x - 2.

(b) f(x)=cosx,a=mn/2

Solucio: Temos que f’(x) = —sen(x), entdo

Lx) = f(a)+ f(a)(x~a)
Lix) = 0-1(x—-n/2)
L(x) = —x+nr/2.

Encontre a primitiva F' de f(x) = 1 —4cos(2x), tal que F () = .

Soluc¢ao: Para encontrar a primitiva, precisamos aplicar o processo inverso da derivada.

f(x) = 1—-4cos(2x)
F(x) = x+2sen(2x)+C
F(m)y=n
n = m+2sen(2r)+C

=0
Portanto, temos que:

F(x) = x +2sen(2x)

Em todos os pontos de uma curva y = f(x) tem-se que y” = cos(2x) — sen(x). Obtenha
a equacdo da curva, se esta passa pelo ponto (0,1) e a reta tangente neste ponto € perpendicular a
retay —x =0.

Solucdo: Temos que:

sen(2x)

+cos(x) + k

Y = f (cos(2x) —sen(x)) dx =
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Temos também que:

_ f sen(2x) cos(2x)
Y= 2 4

+kx+c

+ cos(x) + k dx = sen(x) —

Como a curva passa pelo ponto (0, 1), temos que:

sen(0) — cos(0)

+k'0+€:1:>€:4§1

Como a reta y = x tem coeficiente angular igual a -1 e é tangente no ponto (0, 1), logo y’(0) =

0
0O | cos0) +k = -1 = k = 2.
Assim: 5 s
y =sen(x) — COSA(L *) —2x + i

Derive a fungdo:

y=In(x+ Vx2-1).

Solucio: Temos:

y=In(x+ Vx2-1)

Utilizando a Regra da Cadeia, temos:

x2 -1 x2 -1
Segue que:
, 1 o Va2 -1+x
y =
x+ Va2 -1 Vx2 -1
3 1
x2 -1
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e Nas questodes citadas efetua-se a mudanga de varidvel para
Mudanga de varidvel resolver a integral dada:

e Nas questdes citadas efetua-se a integragcdo por partes para
Integragao por Partes resolver a integral dada:

e Nas questdes citadas utiliza-se o Teorema Fundamental do

Teorema Fundamental Célculo e suas propriedades para o célculo de integrais de-
do Célculo finidas:
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Calcule:

X
dx
V1 + x4

Calcule a integral indefinida.

@) fsen()lcn X) d
3+x
(b) f(1+x2 ) dx.
Calcule:
o [ (-2
10
X

6 4
Se f(x)dx = 10 e f f(x)dx = 7, encontre
. 0 0
f(x)dx
Calcule:
5
f|2x—3|dx.
-2
Calcule:

(a) fﬂ xcosx dx;
/2
2
) f (ln;c) d
X

/4
Se f tg6(x) sec(x)dx = I, expresse o valor de
0

/4
f tg8 (x) sec(x) dx em termos de 1.
0
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OO Calcule:

f sen(Iln x) dx.
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Faca a mudanga u = 1 + x*,
Observe que 3 + x% =2 + 1 + x°.

Aplique mudanca de varidveis com u =
2
x°—4.

b
VN Se ¢ € [a,b], entdo f f(x)dx =

c b
ff(x)dx+f f(x)dx.

Proceda considerando a defini¢do de
funcdo modular e a defini¢ao da sugestao an-
terior.

61

I3 Em geral, quando temos uma fungdo
polinomial que multiplica uma outra func¢io
elementar no integrando, utilizamos integra-

¢do por partes.

Use o fato de que tg"(x) =
tg"2(x)tg’(x) para m > 2 natural.
Também, que tgz(x) + 1 = sec?(x)

e aplique uma integracdo por partes em
/4

f tgs(x)sec(x)dx considerando u =
0

tg’ (x).

m Aplique integragd@o por partes duas ve-
zes, na primeira delas, use # = In x.



Calcule:
3
f X
V1 + x4

d
Soluciio: Fazendo u = 1 + x*, temos que Zu = x> dx. Segue:

3
fx—dx
V1+ x4 Vu 4

Lyt

21241
1

= 5\/ﬁ+k

= %\/1+x4+k

Calcule a integral indefinida.

(@‘fgﬁ%iﬁdx

Soluc¢do: Temos:

1
fsen( n x) dx
X

Fazendo u = In x, temos que:

Substituindo u na integral, temos:

1
f—sen(nx) dx = fsenu du
X

—cosu+k

—cos(ln x) + k.
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3+ x
()f(l+x2 )dx.

Solucio: Temos:

Note que:

[
+
—
+

I

Segue que:

3+x2 X2 2 1
f + — :f +1+—)] dx
1+x2 X3 x2+1 x
2 1
= f dx+f1a’x+f—dx
x2+1 X

= 2arctg(x) + x + In(x) + k.

Calcule:

o [ -3

Solucgao: Temos:

21 4
f(—z——3)dx f—dx 4f —dx
1 X X

2

B -2+ 2 A L3+
=2+ 1| -3+,
1> 2f
= —_— + —
x|y *%|
= ===lgE==2
2 2
= -1
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10
X
b dx.
()L S dx

Solucio: Fazendo u = x2 — 4, temos que du = 2x dx. Além disso, quando x = 3, u = S e,

quando x = 10, u = 96. Segue que:

10 96
1 1
f al dx = —f —du
3 x2-4 2Js u

96

- 3]

5

_ %(m%-ms).

6 4 6
Se f f(x)dx=10e f f(x)dx =7, encontre f f(x)dx.
0 0 4

Soluc¢ao: Temos:

6 4 6
£(x) dx f F(x)dx + f F(x)dx
0 0 4

6
7 +f f(x) dx
4

3.

10

\
=
=
~
&
Il

Calcule:

5
f 12x — 3| dx.
-2

2x-3 >
|2x—3|={ X se x

Solucio: Temos:

-2x+3 ,se x <

[NS] (PSS (O8]

Segue que:

5 5 5 3 549
2 2

f |2x—3|dx:f —2x+3dx+f 2x—3dx=[—x +3x] +[x —3x] = —.

) -2 3 ) 3 2

2 2

w
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Calcule:

T
(a)f xcosx dx;
/2

Solucgao: Fazendou = x = du =dxedv =cos(x)dx = v =sen(x). Temos:

/e . v/
f xcosx dx [x.sen(x)] —f sen(x) dx
/2 /2 /2

= [x.sen(x)] + [cos(x)]
/2 /2
T
= ——+1
2
1 2
(b) f (“’;) dx.
X
21 d 1
Solucdo: Fazendo u = (Inx)?> = du = ax edv=" = v=—— Temos:
x3 2x2
In x)? In x)? 1
x3 2x2 x3
Fazendou =Inx = du = % edv = x% = v= —2—)1(2. Segue:
(Inx)> Inx 1 f 1
— -—+= | —=d
2x2 2x2 2 x3 o
(nx)>-Inx 1 1
= —— - —+C
2x2 2 2x2
Inx)% -1 1
_ (Inx) nx L

i

/4 /4
Se f tg6 (x) sec(x) dx = I, expresse o valor de f th (x) sec(x) dx em termos de /.
0 0

Solucao: Temos:

/4
f tg8 (x) sec(x) dx
0

/4
f tg®(x).sec(x).tg?(x) dx
0

/4
f tg6(x).sec(x).(secz(x) —1)dx
0

n/4 /4
f tg®(x).sec’ (x) dx — f tg®(x).sec(x) dx
0 0

/4
f tg6(x).sec3 (x)dx -1 9)
0

65



Por outro lado, temos:

n/4 /4
f tgd(x) sec(x) dx = f tg(x).tg’ (x).sec(x) dx
0 0

Fazendo u = tg’(x) = du = 7tg6(x)sec2(x) e dv = tg(x).sec(x)dx = v = sec(x). Segue
que:

/4 /4 /4
f tgg(x) sec(x)dx = [tg7(x).sec(x)]0 —7f tg6(x).sec3(x) dx
0 0
n/4 /4 /4
7 f tg®(x).sec’ () dx = [tg’(x).sec(x)] " - f te® (x) sec(x) dx
0 0
/4 g/ (x).sec(0)]7 = [ 1gd () sec(x) d
f tg6(x).sec3(x) dr = [g x).sec(x ]0 70 2°(x) sec(x) dx an
0

De (9) e (10), temos:

/4 /4
f tgd(x) sec(x) dx = f te®(x).sec’(x) dx — I
0 0
/4 /4 /4
7 f te®(x) sec(x) dx = [tg7(x).sec(x)]0 - f te®(x) sec(x) dx — 71
0 0
/4 /4
8 f tgh(x) sec(x) dx = [tg’ (x).sec(x)|, - 71
0
/4 _
f th (x)sec(x)dx = V21
. 8
Calcule:

fsen(ln x) dx.
Solucdo: Fazendou =Inx = x =€ = dx = e“du. Segue que:

fsen(lnx) dx:fe”.sen(u) du

Integrando por partes, temos:

fe”.sen(u) du = e".sen(u) — f e".cos(u) dw
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Integrando novamente por partes, temos:

fe”‘.sen(u) du
| etsenw au
2fe“.sen(u) du
fe”.sen(u) du

e" .sen(u) —fe”.cos(u) dw
e".sen(u) — [e”. cos(u) + f e".sen(u) du]

e".(sen(u) — cos(u)) + C

u

%(sen(u) - cos(u)) +C

In x

62 (sen(ln x) —cos(In x)) +C

%(sen(ln x) —cos(In x)) +C
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Regra da Cadeia

Teorema de Rolle

Limite no Infinito,
Teste
Crescente/Decrescente
e
Teste da Segunda
Derivada

Na questdo citada, efetua-se a regra da cadeia na fungdo

distancia a qual € dada implicitamente:

Na questado citada, efetua-se a regra da cadeia na fungdo
drea a qual é dada implicitamente:

Na questdo citada usa-se o Teorema de Rolle para obter o

valor pedido:

Nas questdes citadas efetua-se o teste da segunda derivada

para obter os valores mdximos ou minimos de uma funcéo:

Na questdo citada usa-se limite no infinito, o teste cres-
cente/decrescente e o teste da segunda derivada para esbo-

car o grifico de uma funcao:
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e Na questdo citada efetua-se a primitivagdo para encontrar a
funcdo posigao:
Primitivacdo
e
Teorema Fundamental

) e Nas questdes citadas efetua-se o Teorema Fundamental do
do Calculo

Célculo para obter a darea da regido delimitada por duas

curvas:
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O raio de um disco circular € 24 cm, com um erro possivel
de 0,2 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o erro maximo na drea calcu-

lada do disco.

(b) Qual o erro relativo? Qual o erro percentual?

Enche-se um reservatorio, cuja forma é a de um cone cir-
cular reto, de 4gua a uma taxa de 0,1 m3/s. O vértice estd a 15 m
do topo e o raio do topo € de 10 m. Com que velocidade o nivel

h de dgua estd subindo no instante em que h = 5m?

Uma particula se move ao longo da curva y = +/x. Quando
a particula passa pelo ponto (4,2), sua coordenada x cresce a uma
taxa de 3 cm/s. Qudo rdpido esta variando a distancia da particula

a origem neste instante?

Encontre a funcio posi¢do de uma particula, dado: a(t) =
t> =4t + 6, s(0) =0e s(1) = 20.

Uma mancha de 6leo em um lago esté cercada por uma bar-
reira de contencdo circular flutuante. A medida que a barreira é
encolhida, a drea circular da mancha diminui por bombeamento.
Se o raio da barreira estd sendo encolhido a uma taxa de 8 me-
tros por minuto, a que taxa estard diminuindo a drea da mancha

quando essa area tiver um diametro de 200 m?

O Estroncio-90 tem uma meia vida de 28 dias.

(a) Uma amostra tem a massa de 50 mg inicialmente. Encontre

a formula para a massa restante apds ¢ dias.
(b) Encontre a massa remanescente depois de 40 dias.

(c) Quanto tempo a amostra leva para decair para uma massa

de 2 mg?

(d) Esboce o grifico da fun¢do massa.
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@000 Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa de crescimento
relativa constante. A contagem de bactérias foi de 400 apds 2
horas e 25600 apds 6 horas.

(a) Qual a taxa de crescimento relativa? Expresse sua resposta

como uma porcentagem.
(b) Qual foi o tamanho inicial da cultura?

(c) Encontre uma expressao para o nimero de bactérias depois

de ¢ horas.
(d) Encontre o nimero de células ap6s 4,5 horas.
(e) Encontre a taxa de crescimento depois de 4,5 horas.

(f) Quando a populacio atingira 500007

eeeo0 A figura mostra o grafico da derivada de f” de uma fungdo

(a) Em quais intervalos f € crescente ou decrescente?

(b) Para que valores de x a fun¢@o f tem um miximo ou mi-

nimo local?
(c) Esboce o gréfico f”.

(d) Esboce o grafico de f.
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Entre 0 °C e 30 °C, o volume V (em centimetros cubicos)
de 1 kg de 4gua a uma temperatura 7' € aproximadamente dado
pela férmula:

V = 999,87 — 0,06426T + 0,00006797".

Encontre a temperatura na qual a dgua tem sua densidade

minima.

Durante a tosse ha um decréscimo no raio da traquéia de
uma pessoa. Suponha que o raio normal da traquéia seja R cm e
que durante a tosse o raio seja de r cm, onde R € uma constante e
r € uma variavel. Podemos mostrar que a velocidade do ar através
da traquéia € uma fungdo de r e se V (r) cm/s for essa velocidade,
entao
V(r) = kr*(R-r)

. , 1 )
onde k € uma constante positiva e r estd em [ER’ R]. Determine

o raio da traquéia durante a tosse, para o qual a velocidade do ar

através da traquéia seja maxima.

Esboce o gréfico das funcdes:

2

(@) f(x) =

x+1

(b) y= Vx> -4

A Cia CMN Ltda. produz um determinado produto e
vende-o com um lucro total dado por L(g) = —¢°> +12¢*>+60g—4,
onde g representa a quantidade produzida. Determine o lucro
maximo e a producdo que maximiza o lucro. Esboce o grifico

desta funcao.
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ecoo Verifique se as funcdes abaixo satisfazem as trés hipoteses
do Teorema de Rolle no intervalo dado. Entio, encontre todos os
ndmeros ¢ que satisfazem a conclusido do Teorema de Rolle.

(@) f(x)=5-12x+3x% [1,3]

nIn
(d) f(x) =cos(2x), |z,
8 8
®e®O0O0 9 o _ o . .
Esboce a regido delimitada pelas curvas indicadas e en-
contre sua area.
(@) y=x%y =dx— x>
b0 y=x>-xy=0x=-1,x=1
® 000 . 9 . .
Existe uma reta que passa pela origem e que divide a
regido delimitada pela pardbola y = x — x? e o eixo x em duas
regides de dreas iguais. Calcule o coeficiente angular desta reta.
000
Encontre a drea da regido limitada pelas curvas
y = x*In(x) e y = 4In(x).
®0e 00

A pardbola y = %xz divide o disco x? + y? < 8 em duas
partes. Encontre a drea de ambas as partes.
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<~ Lembre da férmula da darea do disco e

de diferenciais.

Esboce uma figura que represente o
problema e relacione o raio com a altura

usando semelhanca de tridngulos.

Esboce uma figura que represente o
problema e use o Teorema de Pitdgoras para

relacionar as variaveis.

Utilize as condi¢des iniciais nas primi-
tivas.

Lembre da drea do disco.

Lembre que se m(t) € a massa do
Estroncio-90 (em mg) que resta apds ¢ dias,

entio d—"; = km e, m(0) = 50,

Lembre que se Q(¢) € a quantidade de
bactérias de uma cultura no instante ¢, em ho-

ras, temos que: — = kQ.
e = o

m Observe, além dos intervalos onde f”
¢ positiva e negativa, os pontos criticos de f
para o esboco de fe f”.
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m Determine o ponto critico observando

a restri¢ao no dominio.

Use o teste da segunda derivada ob-
servando o sinal das constantes.

Utilize os testes da primeira e se-
gunda derivada.

Use o teste da segunda derivada.

Funcdes polinomiais e a funcio cos-
seno sdo continuas em todo R.

Observe a ordem das fung¢des no inte-
grando.

Esboce a regido e defina g(x) =
mx. E, utilize os pontos onde as curvas
interceptam-se nos limites de integracdo da

integral desejada.

=107 Determine os pontos onde as curvas
interceptam-se e observe que funcdo supera

qual, no intervalo encontrado.

Use o cdlculo de drea entre curvas ob-
servando a simetria dos graficos com relagdo

ao eixo y.



O raio de um disco circular € 24 cm, com um erro possivel de 0,2 cm.

(a) Use diferenciais para estimar o erro maximo na area calculada do disco.

Solucdo: Temos que A = 77>, Segue que:

dA

o = 2nr

dA = 2nrdr

dA = 2.71.24.0,2
dA = 9,6r.

(b) Qual o erro relativo? Qual o erro percentual?

Solucdo: Temos que o erro relativo é:

dA  9,6r 9,67
- =27 20,016
A n.242  576m

Dessa forma, o erro percentual é= 1,6%.

Enche-se um reservatorio, cuja forma € a de um cone circular reto, de 4gua a uma taxa de
0,1 m3/s. O vértice estd a 15 m do topo e o raio do topo é de 10 m. Com que velocidade o nivel &
de 4gua estd subindo no instante em que & = Sm?

Solucio: Temos que o volume do cone é dado por:

nrth
V= 11
3 (1T)

Vamos expressar r em fun¢@o de s. De acordo com a figura e utilizando a semelhanca de trian-
gulos, temos:

r h 2
_ - =Zh 12
0 1573 (12)
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Substituindo (12) em (11) e derivando em funcdo de ¢ (pois o volume e a altura variam de acordo

com O tempo), temos:

47 dV 4r ,dh
V=—h=s — = —p>—. 13
7" T T 9w (13)

Como ci’_‘t/ =0,1 epara h = 5, temos:

_dn o dh _ dh _ 0.9

O.1=55"2r = % = Toon’

Uma particula se move ao longo da curva y = +/x. Quando a particula passa pelo ponto
(4,2), sua coordenada x cresce a uma taxa de 3 cm/s. Qudo rdpido estd variando a distancia da

particula a origem neste instante?

Solucio: Seja s a distancia do ponto P = (x,y) a origem, sabendo que x = x(¢) e y = y(¢).

Temos:
d>=(x-02+(-072=s>=x>+y%

Derivando a equagdo anterior, temos:

ds dx dy
252 =052 L 2, Y
St a7 a

Ainda, temos:

e A distancia s do ponto (4,2) 4 origem é igual a V20 = 2V/5;

dy 1 dx

cy=Vx dt  2+/x dt
d 3 3
e Para o ponto (4,2), temos que d_)t] = m = e

Substituindo os valores anteriores na equagao da distancia, temos:

2 _92.4.342.2.2 522

2.2\/§ds 3 ds 27\/3‘
dt 4 dt 20
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Encontre a funcao posi¢ado de uma particula, dado: a(t) = 12—4t+6,s(0) =0e s(1) = 20.

Solucio: Temos que a(t) = v'(t) e v(t) = s'(¢). Segue que:

t3
v(t):§—212+6t+k

s(t):ﬁ—7+3t2+kt+c.

Como s(0) = 0, temos que ¢ = 0. Logo:

s(1) :i—;—%ﬁ+3t2+kt.
Ainda, como s(1) = 20, temos:
s(t) = %—%[3+3t2+kt
20 = :%—2'713+3.12+k.1
211
k = TR
Portanto: P Ty
s(l):E—?+3t +7.

Uma mancha de 6leo em um lago estd cercada por uma barreira de contengdo circular
flutuante. A medida que a barreira é encolhida, a 4rea circular da mancha diminui por bombeamento.
Se o raio da barreira estd sendo encolhido a uma taxa de 8 metros por minuto, a que taxa estard
diminuindo a drea da mancha quando essa drea tiver um didmetro de 200 m?

2, 94 _ dr dr

Solucdo: Temos que A = nr o 27”E’ 7" -8 er = 100. Segue que:

dA d
&2 o™ = 2.7.100.8 = 16007 m2/min.

dr dt

O Estroncio-90 tem uma meia vida de 28 dias.

(a) Uma amostra tem a massa de 50 mg inicialmente. Encontre a férmula para a massa restante

apos t dias.
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d
Solucio: Seja m(t) a massa de Estroncio-90 (em mg) que resta apds ¢ dias, entdo d_n; = km

e, m(0) = 50. Segue que:
m(t) = m(0)e* = m(t) = 50e".

Temos que:

_ —In(2)
- 28

50028k = 25 = 28k = % = 28k=-In(2) = k

Segue que:
—In(2
m(t) = 50¢° = 50751 = m(r) = 50.271/%,
(b) Encontre a massa remanescente depois de 40 dias.

Solucao:

m(r) = 5027728 = m(40) = 502742 = m(40) = 18,685 mg.

(c) Quanto tempo a amostra leva para decair para uma massa de 2 mg?
Solucao:

~In@23) _ _t - 130 dias.

m(t) = 502718 = 2=50271%8 =

In2) 28

(d) Esboce o grifico da fun¢c@o massa.

Solucio:

506

18,68

Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa de crescimento relativa constante. A contagem
de bactérias foi de 400 apds 2 horas e 25600 apds 6 horas.
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(a) Qual a taxa de crescimento relativa? Expresse sua resposta como uma porcentagem.

Solucdo: Seja Q(¢) a quantidade de bactérias de uma cultura no instante #, em horas. Temos

que:
dg dg
7 =kQ = 0 = k.dt
Segue que:
Q1) = 0(0).¢"
Entao:

400 0(0).e%k
25600 = Q(0).e%

Dividindo as equacdes anteriores, temos:

2
—2(6)80 =t = o =64,

Logaritmando ambos os lados da equagao anterior, temos:

4k =In(64) = k =1,04.

Portanto, a taxa de crescimento é de aproximandamente 104%.

(b) Qual foi o tamanho inicial da cultura?

Solucao:

0@) = 0(0).e"% = 400 = 0(0).¢*"™ = Q(0) = 50.

(c) Encontre uma expressao para o nimero de bactérias depois de ¢ horas.

Solucao:

0(t) = 0(0).e" = Q@) = 50.e"0%.

(d) Encontre o numero de células apds 4,5 horas.

Solucao:

0@) = 50." = 0@4,5) =50.e""* = 0(4,5) = 5388.

(e) Encontre a taxa de crescimento depois de 4,5 horas.

Solucao:

d d d
Q(t) = 50.e" = d—? =52 = d—? =52 = d—g = 5604.
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(f) Quando a populacao atingira 500007

Solucio:

50000 = 50.¢"™ = 1,04r = In(1000) = 7 = 6,6.

A figura mostra o grafico da derivada de f” de uma fungdo f.

(a) Em quais intervalos f € crescente ou decrescente?

Solucio:
Intervalo | Sinal de f” | Classificaciao de f
(—00,-2) - Decrescente
(-2,0) + Crescente
0,2) - Decrescente
2,4) - Decrescente
(4,+00) + Crescente

(b) Para que valores de x a func¢do f tem um maximo ou minimo local?

Solucao:
Numeros Criticos (c) | Mudanca do sinal de /' | Classificacao de f(c)
-2 - > + Minimo local
0 + > - Miximo local
4 - > + Minimo local
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(c) Esboce o gréfico f”.

Solucao:
y
f(x)
/\ )
} } } =
—2 -1\ o 1 2\/3 4 W
(d) Esboce o grafico de f.
Solucao:
y
o
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Entre 0 °C e 30 °C, o volume V (em centimetros ctibicos) de 1 kg de d4gua a uma tempera-

tura T € aproximadamente dado pela férmula:
V =999,87 — 0,06426T + 0,0000679T".

Encontre a temperatura na qual a 4gua tem sua densidade maxima.

Solucio: Para a fungdo V = 999,87 — 0,06426T + 0,000067973, de 0°C a 30°C, ndo teremos
um valor imediato de 7" em que a densidade seja méxima, entdo, buscaremos a partir do volume de
agua. Segue que:

V’ = —0,06426 + 0,00020307>

Para encontrarmos a temperatura que minimiza o volume de dgua, fazemos V’ = 0. Temos:

0,06426
—_ 2 = 2 = ——
0,06426 + 0,00020307- =0 = T 0.0002030

= T ~17,7°C.
Pelo teste da segunda derivada, temos:

V" =0,000406T

Neste caso V" € positiva para T > 0. Logo, 17,7°C € um minimo local. Este valor € um minimo
absoluto, pois V(0) = 999,87, V(17,7) = 999,109 e V(30) = 999,775. Entdo, como a densidade é

inversamente proporcional ao volume, quando 7" ~ 17,7°C a densidade € maxima.

Durante a tosse hd um decréscimo no raio da traquéia de uma pessoa. Suponha que o
raio normal da traquéia seja R cm e que durante a tosse o raio seja de r cm, onde R € uma constante
e r € uma varidvel. Podemos mostrar que a velocidade do ar através da traquéia € uma funcao de r

e se V(r) cm/s for essa velocidade, entdo
V(r) = kr’(R-r)
onde k € uma constante positiva e r estd em ER’ R|. Determine o raio da traquéia durante a tosse,

para o qual a velocidade do ar através da traquéia seja maxima.

Soluc¢ao: Temos:
V(r)=kr’(R-r)

Para determinar o raio da traquéia que maximiza a velocidade do ar, fazemos V'(r) = 0:

V'(r) =2rkR = 3kr* = V'(r) = kr(2R = 3r) = 0.
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Segue que:

2R
krRR-3r)=0 = rzOourz?.

Fazendo V" (r), temos:

V”(r) = 2kR — 6kr

Calculando V”(2R/3), temos:

V”(2R/3) = 2kR — 4kR = V”(2R/3) = —2kR

2R
Como V”(2R/3) < 0, pois k e R sdo valores positivos, temos que R maximiza a velocidade do

ar.

(@) f(x) =

Esboce o grafico das fungdes:

x2

x+1

Solucio: Temos:

II.

I1I.
IV.

VL

VIL

x2 , X2 +2x ., 2
— = = 0
x+1 Fx) x2+2x+1 7 3+3x2+3x+1

fx) =

Dominio: Dy = {x € R|x # —1}.

2
Intersec¢ao no eixo x: * 0> x=0.
x+
02
Int a i : f(0) = =0.
ntersecdo no eixo y: f(0) 071

Assintotas horizontais: ndo h4, pois

) x? ) x?
lim =+oc0 e lim = —00
x—+00 x + 1 x—>—o0 x + 1
Assintotas verticias: x = —1, pois:
x? ) x?
im =400 ¢ lim = —0o0
xo-1t x + 1 x—-1-x + 1
Assintotas obliquas: y = x, pois
x2 X X 1
(x) = =x-—— = f(x)—x= = —— — 0 (quando x — +o0)
U x+1 x+1 ! x+1 1+ % 9

Intervalos de crescimento e decrescimento: f’(x) > 0 (f(x) é crescente) para (—c0,2) U
(0,+00) e f'(x) < 0 (f(x) € decrescente) para (—2,0).
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VIIIL.

IX.

X.

Miéximos e minimos locais: x = 0, x = =2 (raizes de f'(x) = 0)e x = —1 (f'(x) ndo
existe) sdo pontos criticos. Usando o teste da segunda derivada, temos que tanto para
f0)e f'(-2), f”(0) e f'(-2) serdo diferentes de 0. Ainda, f(0) > O0e f'(-2) <O,
entdo f(0) € um minimo local e f(—2) € um maximo local.

Concavidade e Ponto de Inflexdo: Pelo estudo do sinal da segunda derivada, temos que
no intervalo (—oco0,—1), f”(x) € negativa, logo neste intervalo f(x) é concava para baixo.
Além disso, no intervalo (1,+o0), f”(x) > 0 € positiva, logo neste intervalo f(x) é

concava para cima. Os pontos de inflexdo serdo x = -1 e x = 0.

Esbogo do gréfico:

(b) y = Vx2 -4,

Solucgao: Temos:

II.
I1I.

IV.

— 2_4 ’ — X 17 — —4
f@ =Rt = S0 =P S 0 e o

Dominio: Dy = {x € R|x < -2 ou x > 2}.
Interse¢do com o eixo x: Vx2 —4 =0, temos que x = -2 ou x = 2.

Intersecdo com o eixo y: nao ha, pois f(0) ndo existe, ja que x = 0 ndo pertence ao
dominio da funcao.

Simetria: o grafico de f(x) é simétrico em relagdo ao eixo y, pois f € uma funcao par
(Vx € Dy, f(=x) = f(x)).

Intervalos de crescimento e decrescimento: f”(x) > 0 (f(x) é crescente) para (2,+00) e
f'(x) < 0(f(x)édecrescente) para (—oo,—2). Observe que os intervalos (-2,0) e (0,2)

nao estao em D Iz
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VI. Concavidade: f(x) é concava para baixo, pois f”(x) < 0 em todo o seu dominio.

VII. Esbogo do gréfico:

A Cia CMN Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro total dado
por L(q) = —¢° + 12¢*> + 60g — 4, onde g representa a quantidade produzida. Determine o lucro

maximo e a producdo que maximiza o lucro. Esboce o grafico desta funcao.

Soluc¢ao: Temos que:
L(q) = —¢° + 12¢* + 60q — 4

Para encontrar a produ¢io que maximiza o lucro, fazemos L’(g) = 0:

—3¢> +24¢g+60=0 = ¢ =10 ou ¢ = —2 (ndo convém)

Pelo teste da segunda derivada, temos que:

L"(q) = -6 +24 = L"(10)=-36<0

Portanto, g = 10 maximiza o lucro e L(10) = 796. O esbogo do gréfico:
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Verifique se as fungdes abaixo satisfazem as trés hipoteses do Teorema de Rolle no inter-

valo dado. Entdo, encontre todos os numeros ¢ que satisfazem a conclusdao do Teorema de Rolle.

(@) f(x)=5-12x+3x% [1,3]

Solucdo: Para f(x) =5 - 12x + 3x> [1,3] temos:

1. f(x) € continua no intervalo [1,3], pois € uma fun¢do polinomial.
2. f(x) é derivavel (1,3), pois € uma fungao polinomial e f/(x) = —12 + 6x.
3. f()=f3)-4

Temos:

fl(c)=0 = c=2.

() f(x) = cos(2x), [" 7”]

88
Solucdo: Para f(x) = cos(2x) [x/8,7x/8] temos:

1. f(x) é continua no intervalo [x/8,7r/8].
2. f(x) é derivavel no intervalo (7/8,77/8) e f'(x) = —2sen(2x)
3. f(x/8) = f(Tn/8) =

Temos:
_2sen(2x) = 0 = sen(2x) = sen(r) = x = g

Esboce a regido delimitada pelas curvas indicadas e encontre sua area.

(a) y:xz,y=4x—x2

Solucao: Graficamente temos:
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Temos que os pontos de intersec¢do entre as curvas ocorrem quando x = 0 e x = 2, na equagao
x% = 4x — x2. Assim:
2

2 2 2x3 8
A=f (4x—x2)—x2dx:f 4x = 2x> dx = [2x2——] =" uA
0 0 30 3

(b) y:x3—x,y:O,x:—1,x:1

Solucao: Graficamente temos:

0.5+

-0.54

3

Temos que os pontos de intersecdo de y = x” —x com y = 0 ocorrem quando x = —1, x =0e

x = 1. Segue que:

0 1 0 1
A:f(x3—x)—0dx+f O—(x3—x)dx:f x3—xdx+f —x3 + xdx
-1 0 -1 0
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Entao:

Existe uma reta que passa pela origem e que divide a regido delimitada pela pardbola

y = x — x> e 0 eixo x em duas regides de dreas iguais. Calcule o coeficiente angular desta reta.

Solucdo: Graficamente, temos a seguinte situacdo:

Seja f(x) =x — x> ey = mx. Como as raizes de f(x) siox =0e x = 1, temos:

1! 2 1722 B3] 1
— — d = —|— - — = —.
2f0x o 2[2 3]0 12

Vamos calcular o ponto de intersecao entre f(x) e g(x):

x—xl=mx = x—-mx—-x*=0 = ¥=0ex"=1-m.

Assim:

1-m 1-m 2 311-m 3
1- 1=

f x—xz—mxdx:f (l—m)x—xzdx: —( DS _x :—( m) )
0 0 2 3 o 6

Como as dreas sdo iguais e fazendo as devidas manipulacdes algébricas (simplifica¢des e racio-
nalizag@o) entdo:
(l-m?® _ 1 _ 2 -4

6 2 =" 2

Encontre a drea da regido limitada pelas curvas y = x21In(x) e y =4In(x).
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Solucdo: Graficamente, temos:

i

Calculando a édrea entre as curvas, no intervalo de [1,2] (1 e 2 sdo os pontos de intersecdo),

temos:

S
Il

2
f (4Inx) — (x2 In x)dx
1

2 2
\[‘(41nx)dx——~f‘(x21nx)dx
1 1
2

Xlnx x3]
|

X 3

8In2 7

81n2 — 4 — 41
n 3 9

481n2 - 29
9 .

4[lnx—x]%— [

A pardbola y = %xz divide o disco x* + y> < 8 em duas partes. Encontre a drea de ambas

as partes.

Solucao: Para calcular a interse¢@o entre as curvas, fazemos:

2

T -V8-x2 = x=x2

2

Graficamente, temos:
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Para calcular A, fazemos:

2 2
Al:f VS—xz—%dx.
)

Como os curvas sdo simétricas em relac@o ao eixo y, temos:

2 2 2 2
Alzf \/S—xz—%dx:Z.[f \/8—x2—%dx].
-2 0

Segue que:
r 2 ¥2
A = 2. f \/8—x2—7dx]
[Jo
r 2 2.2
= 2. f \/8—x2dx—f x—dx]
| JO 0

2

2
4
-2 f VB-<tde—3 (14)
0

(%)
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Vamos resolver separadamente (*). Fazendo x = \/gsen(e) = dx = V8 cos(6) df (para
x=0,0=0eparax =2,60 =m/4), temos:

2
f V8 — x2dx
0

/4
f \/8 — (V8sen(6))2 V8 cos(6) db
0

/4

= f 8 cos’ () df
0
/4

= 8f cos>(0) do

0
_ s sen(26) + 201
= 8. 1 )
= 2+4m.

Substituindo (*) em (14), temos:
4 4+ 6r
A]:2.2+7T—§:|: 3

Como o circulo tem raio igual a V8, sua drea (Ac) serd igual 8m. Assim:

4+6n 187—4
Ay=Ac— A =87 — +3”: ”3 .
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